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犇４δ盖及其应用
王永铎，王亚婷

（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：引入了Ｄ４δ盖的概念，即称（犉，犵）为模犕的Ｄ４δ盖，若犉是Ｄ４模，犵是犉到犕 的满同态，且Ｋｅｒ（犵）δ犉．

研究了Ｄ４δ盖的性质以及它与投射δ盖之间的联系，并用Ｄ４δ盖刻画了δ完备环（半完备环，半正则环）．
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　　在本文中，犚都是有单位元的结合环，所有的模

都是右犚模．犕
狀 表示有限个犕 做直和．Ｈｏｍ（犕，

犖）表示犕 到犖 的同态集．犚狀 表示犚上的狀阶矩

阵环．犖≤犕 表示犖 是犕 的子模，犖≤犕 表示犖

是犕 的直和项．作为投射模的推广，Ｄｉｎｇ等
［１］引入

了Ｄ４模的概念．即称模犕 是Ｄ４模，若犕＝犃犅，

犃，犅≤犕，且犳是犃到犅的模同态，Ｉｍ（犳）≤
犕，

则Ｋｅｒ（犳）≤
犕．在Ｄ４模概念的基础上又引入了

Ｄ４盖的概念．即称（犉，犵）为模犕 的Ｄ４盖，若犉是

Ｄ４模，犵是犉到犕 的满同态，且Ｋｅｒ（犵）犉．并用

Ｄ４盖刻画了完备环，半完备环和半正则环．Ｚｈｏｕ
［２］

引入δ小子模和投射δ盖的概念．即称犕 的子模

犓 在犕 中是δ小的（记作犓δ犕），若对于使犕／犔

奇异的犕 的任意真子模犔，都有犕≠犓＋犔．称（犘，

狆）为模犕 的投射δ盖，若犘 是投射模，狆是犘 到

犕 的满同态，且Ｋｅｒ（狆）δ犉．并用投射δ盖刻画了

δ完备环（半完备环，半正则环）．受到文献［１２］的

启发，本文引入了Ｄ４δ盖的概念．称（犉，犵）为模犕

的Ｄ４δ盖，若犉是Ｄ４模，犵是犉到犕 的满同态，

　　收稿日期：２０１８０７１２

　　基金项目：国家自然科学基金（１１８６１０４３）

　　作者简介：王永铎（１９７４），男，甘肃靖远人，博士，教授．

且Ｋｅｒ（犵）δ犉．证明了若投射模犉到模犕 存在满

同态，则犕 有投射δ盖当且仅当犉犕 有Ｄ４δ

盖，并用Ｄ４δ盖刻画了δ完备环（半完备环，半正

则环）．未注明概念见文献［３６］．

设犚是环，犕 是右犚模．

定义１
［２］
　称犕 的子模犖 在犕 中是δ小的，

如果对使得犕／犓 奇异的犕 的任意真子模犓 都有

犓＋犖≠犕．

定义２
［２］
　称犚是δ完备环（半完备环，半正则

环），若任意犚模（单犚模，循环表示犚模）有投射

δ盖．

定义３　称犕 为Ｄ４模，若犕 满足以下等价条

件之一：

１）若犕＝犃犅，其中犃，犅≤犕，犳是犃 到犅

的满同态，则Ｋｅｒ（犳）≤
犃；

２）若犕＝犃犅，其中犃，犅≤犕，犳是犃 到犅

的同态，且Ｉｍ（犳）≤
犅，则Ｋｅｒ（犳）≤

犃．

定义４
［７］
　称犕 是δ完备的，若犕 的任意同态

像有投射δ盖．

定义５
［７］
　称犕 是δ补模，若对犕 的任意子模

犖，都存在犡≤犕 使得犕＝犖＋犡 且犖∩犡δ犡．

此时，也称犡 是犖 的δ补．

定义６
［７］
　称犕 是δ提升模，若对犕 的任意子
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模犖，都存在分解犕＝犃犅 使犃≤犖 且犖∩

犅δ犕．

定义７
［７］
　称犕 是δ补模，若犕 的任意子

模犓 都有δ补犡，使得犡≤犕．

定义８
［８］
　称犕 是拟投射模，若λ：犕→犖 是满

同态，则Ｈｏｍ（犕，λ）：Ｈｏｍ（犕，犕）→Ｈｏｍ（犕，犖）

也是满同态．

定义９
［８］
　称（犉，犵）为犕 的拟投射δ盖，若犉

是拟投射模，犵是犉到犕 的满同态，且Ｋｅｒ（犵）δ犉．

此时，也称犉为模犕 的拟投射δ盖．

定义１０　称（犉，犵）为犕 的Ｄ４δ盖，若犉 是

Ｄ４模，犵是犉到犕 的满同态，且Ｋｅｒ（犵）δ犉．也称

犉为模犕 的Ｄ４δ盖．

引理１
［２］
　设犖≤犕，则犖δ犕若犖＋犡＝

犕，则存在犖 的投射半单子模犢，使得犕＝犡犢．

定理１　设犵是模犉到模犕 的满同态，且犉是

投射模．则犕 有投射δ盖当且仅当犉犕 有Ｄ４δ

盖．

证明　“”设（犘，犳）是犕 的投射δ盖，犻犱犉 是

犉到犉的恒等同态，则（犉犘，犻犱犉犳）是犉犕

的Ｄ４δ盖．

“”设犳：犘→犉犕 是犉犕 的Ｄ４δ盖，π犉

是犉犕 到犉的自然投影，则π犉犳是犘 到犉的满

同态．又因为犉是投射模，所以存在犉到犘的同态

λ使得图１可换：

图１　交换图

犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狅狀犱犻犪犵狉犪犿

令犓＝Ｋｅｒ（π犉犳），下证犓 是犉犕 的投射δ

盖．由图１知犘＝Ｉｍ（λ）＋犓，π犉犳λ＝犻犱犉，从而π犉犳
可裂，故犘＝Ｉｍ（λ）犓．记π犕 为犉犕 到犕 的自

然投影，令θ＝π犕犳｜犽，其中犳｜犽为犳在犓 上的限制

同态．设任意犿∈犕，由犳是满同态知存在狆∈犘

使得犳（狆）＝（０，犿）．因为犘＝Ｉｍ（λ）犓，可记狆＝

（λ（狉），犽），其中狉∈犉，犽∈犓，所以（０，犿）＝犳（狆）＝

（犳λ（狉），犳（犽））．因为π犉（０，犿）＝０，所以（π犉犳λ（狉），

π犉犳（狆））＝（狉，０）＝０，因此狆＝（０，犽）．即θ为犓 到

犕 的满同态．任取犖≤犓 使得犓／犖 奇异，且犓＝

犖＋Ｋｅｒ（θ）．因为犘＝Ｉｍ（λ）犓＝（Ｉｍ（λ）犖）＋

Ｋｅｒ（θ），所以（Ｉｍ（λ）犓）／（Ｉｍ（λ）犖）犓／犖 奇

异，又因Ｋｅｒ（θ）≤Ｋｅｒ（犳）δ犘，故Ｋｅｒ（θ）δ犘，因

此犓＝犖．从而Ｋｅｒ（θ）δ犓．因为π犉犳是犘 到犉

的满同态，所以据同态基本定理有犘／犓犉．又因

为犘是投射模，所以犘＝犓犜，犜≤犕，故犘／犓

犜，因此犜犉是投射模．又因为存在犉到犕 的同

态犵，所以存在犜到犕 的同态犵′．由犜是投射模知

存在犜 到犓 的同态β使得θβ＝犵′．因此有犓＝

Ｉｍ（β）＋Ｋｅｒ（θ），且Ｋｅｒ（θ）δ犓．由引理１知存在

Ｋｅｒ（θ）的投射半单子模犢使得犓＝Ｉｍ（β）犢，因

此犘＝Ｉｍ（β）犢犜．设π犜 是犢犜 到犜 的自然

投影，则βπ犜 是犢犜到Ｉｍ（β）的满同态．又因为犘

是Ｄ４模，所以对Ｉｍ（β）上的恒等同态犻犱 存在

Ｉｍ（β）到犢犜 的同态犺使βπ犜犺＝犻犱．因此Ｉｍ（β）

同构于犢犜 的直和项，故Ｉｍ（β）是投射模，从而

犓＝Ｉｍ（β）＋犢是投射模．

引理２
［２］
　设犘 是投射模，犖≤犘．则犘／犖 有

投射δ盖存在犃≤犖 和犖∩犅δ犘 使得犘＝

犃犅．

推论１　设犕 是投射模，犖≤犕．则犕 是δ提

升模当且仅当犕（犕／犖）有犇４δ盖．

证明 “”　设犕（犕／犖）有Ｄ４δ盖．由定理

１知犕／犖 有投射δ盖，设为（犘，狆）．再由引理２知

存在犕 的分解犕＝犃犅，犃，犅≤犕 且犅≤犖，使

得（犃，狆｜犃）是 犕／犖 的投射δ盖．因此 犖 ∩

犃δ犃．故犕 是δ提升模．

“”　设η是犕 到犕／犖 的自然满同态，犕＝

犡犢，其中犡，犢≤犕，且犡≤犖，犖∩犢δ犢．则

（犢，η｜犢）是犕 的投射δ盖．若犻犱犕 是犕 上的恒等

态射，则（犕犢，犻犱犕η｜犢）是犕（犕／犖）的投射

δ盖．特别地，也是Ｄ４δ盖．

引理３　δ直和补模保持有限直和．

证明　类似于文献［９］中定理１．４的证明．

推论２　若犕 是投射模，则犕犕 的任意商

模有Ｄ４δ盖当且仅当犕 是δ提升模．

证明　“”由推论１知．

“”因为犕 是δ提升模，所以是δ直和补模．

由引理３知犕犕 是δ直和补模．又因为犕 是投

射模，所以由引理２知犕犕 的任意商模有投射δ

盖．特别地，也是Ｄ４δ盖．

定理２　设犕 是投射模．则下列叙述等价：

１）犕狀 是δ完备模；

２）犕狀 的任意商模有Ｄ４δ盖；

３）犕狀 是δ提升模；

４）犕 是δ提升模．

证明　１）２），３）４）显然．

２）３）由推论１知．

４）１）若犕 是δ提升模，则犕 是δ直和补
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模，由引理３知犕狀 是δ直和补模．因为犕 是投射

模，所以犕狀 是投射模．则由推论２知犕狀 的任意商

模有投射δ盖．

引理４
［８］
　设λ是模犘到模犕 的满同态．则λ

可裂当且仅当犘犕 是拟投射模．

定理３　设λ是投射模犘到模犕 的满同态．则

犕 有投射δ盖当且仅当犘犕 有拟投射δ盖．

证明　“”类似于定理１的证明．

“”设（犙，μ）是犘犕 的拟投射δ盖，π犘 是

犘犕 到犘的自然投影．则π犘μ是犙到犘 的满同

态．由犘的投射性知犙犘犠，其中犠＝Ｋｅｒ（π犘μ）．

不失一般性，假设犙＝犘犕，μ＝犻犱犘μ｜犠，其中

犻犱犘 是犘上的恒等同态，μ｜犠 是μ在犠 的限制同态．

因此μ｜犠 是犠 到犕 的满同态且Ｋｅｒ（μ｜犠）犱犠．由

犘的投射性可知存在犘 到犠 的同态β使得λ＝

β（μ｜犠）．因 此 犠 ＝Ｉｍ（β）＋ Ｋｅｒ（μ｜犠），因 为

Ｋｅｒ（μ｜犠）δ犠，所以由引理１知存在Ｋｅｒ（μ｜犠）的

投射半单子模犖 使得犠＝Ｉｍ（β）犖．又因为犙＝

犘犠，且犙是拟投射模，所以犠 是拟投射模．又因

为犠＝Ｉｍ（β）犖，所以Ｉｍ（β）是拟投射模．再由引

理４知β可裂，即Ｉｍ（β）同构于犘 的直和项，故

Ｉｍ（β）是投射模，从而犠＝Ｉｍ（β）犖 是投射模．

定理４　设犚是环．则下列叙述等价：

１）犚是δ半完备环；

２）任意狀≥１，循环犚狀模有拟投射δ盖；

３）存在狀＞１使任意循环犚狀模有拟投射δ盖；

４）每个有限生成犚模有Ｄ４δ盖；

５）每个由两个元素生成的犚模有Ｄ４δ盖；

６）任意狀≥１，循环犚狀模有Ｄ４δ盖；

７）存在狀＞１使任意循环犚狀模有Ｄ４δ盖．

证明　２）３），１）４）５），６）７）显然．

１）２）因为犚是δ半完备环，所以犚狀 是δ半

完备环，故对任意狀≥１，循环犚狀模有拟投射δ盖．

３）１）假设存在狀＞１使任意循环犚狀模有拟

投射δ盖．记犚的一个左理想为犔，犔狀为犚狀的左理

想，犲犻犼∈犚狀表示一个矩阵单元．则犚狀／犔狀犲１１同构于

犘犕，其中犕＝犚狀犲１１／犔狀犲１１，犘＝∑
狀

犻＝２

犚狀犲犻犻．定义

犘到犕的同态λ使得λ（［犪犻犼］）＝［犪犻犼］犲２１＋犔狀犲１１，可

验证λ是犚狀满同态．因为犘犕 有拟投射δ盖，

且犘是犚狀投射模，所以由定理３知犕 作为犚狀模

有投射δ盖，设为（犠，μ）．因此μ（犲１１犠）＝犲１１犕．又

因为犲１１犕 作为犚模同构于犚／犔，且犠 是犚狀投射

模，所以犲１１犕是犚投射模，从而μ限制在犲１１犠上是

犲１１犕 的投射δ盖．因此犚／犔也有投射δ盖．

５）１）由推论２知犚犚 是δ提升模．因为犚是

投射模，所以由引理２知犚是δ半完备环．

１）６）由１）和３）等价知．

７）１）类似于３）１）的证明．

引理５
［８］
　设犚是环．则下列叙述等价：

１）犚是δ完备环；

２）每个半单犚模有投射δ盖；

３）犚 是δ半完备环，且对任意犚模犕 有

δ（犕）δ犕（其中δ（犕）＝∑｛犔≤犕!犔δ犕｝）．

定理５　设犚是环．则下列叙述等价：

１）犚是δ完备环；

２）每个犚模有Ｄ４δ盖；

３）每个有限生成的犚模有Ｄ４δ盖，且对任意

犚模犕 有δ（犕）δ犕．

证明　１）２）显然．

２）３）因为犚是δ完备环，所以任意半单犚

模有投射δ盖，再由引理５知３）成立．

３）１）因为任意有限生成的犚模有Ｄ４δ盖，

所以犚是δ半完备环，由引理５知１）成立．

定理６　设犚是环．则下列叙述等价：

１）犚是δ半正则环；

２）任意有限表示犚模有Ｄ４δ盖．

证明　１）２）显然．

２）１）设犕 是有限表示犚模，犵是自由模犉

到模犕 的满同态，且犉犕 有Ｄ４δ盖．因此由定

理１知犕 有投射δ盖，故犚是δ半正则环．
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