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三角矩阵环上投射余可解的犌狅狉犲狀狊狋犲犻狀犃犆平坦模
秦军霞，张翠萍

（西北师范大学 数学与统计学院，甘肃 兰州　７３００７０）

摘要：引入投射余可解的 ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦模的概念（简记为ＰＧＡＣＦ模），给出这类模的等价条件．设犜＝

犃 ０

犝 犅（ ）是三角矩阵环，其中犃，犅是环，犝是 犅，犃（ ）双模．在一定条件下，证明了如果犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＰＧＡＣＦ左

犜模，那么犕１是ＰＧＡＣＦ左犃模，Ｃｏｋｅｒφ
犕（ ）是ＰＧＡＣＦ左犅模，且φ

犕 是单同态；若ＰＧＡＣＦ模的类对扩张封

闭，则上述结论反过来也成立．
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ｕｌｅｓｆｏｒｓｈｏｒｔ），ａｎｄｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｍｏｄｕｌｅｓｉｓｇｉｖｅｎ．Ｌｅｔ犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）ｂｅａｔｒｉａｎｇｕｌａｒ
ｍａｔｒｉｘｒｉｎｇ，ｗｈｅｒｅ犃ａｎｄ犅ａｒｅｒｉｎｇｓ，ａｎｄ犝ｉｓａ（犅，犃）ｂｉｍｏｄｕｌｅ．Ｕｎｄｅｒｓｏｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｉｔｉｓｄｅｍｏｎ

ｓｔｒａｔｅｄ犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

ｉｓａＰＧＡＣＦｌｅｆｔ犜ｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ犕１ｉｓａＰＧＡＣＦｌｅｆｔ犃ｍｏｄｕｌｅ，Ｃｏｋｅｒφ
犕（ ）ｉｓａ

ＰＧＡＣＦｌｅｆｔ犅ｍｏｄｕｌｅａｎｄｔｈｅｍｏｒｐｈｉｓｍφ
犕
ｉｓａｍｏｎｏｍｏｒｐｈｉｓｍ；ｉｆｔｈｅｃｌａｓｓｏｆＰＧＡＣＦｍｏｄｕｌｅｓｉｓｃｌｏｓｅｄ

ｕｎｄｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ，ｔｈｅｏｐｐｏｓｉｔｅｃａｓｅｈｏｌｄｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｒｅｓｏｌｖｅｄＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣｆｌａｔｍｏｄｕｌｅｓ；ｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇｓ；ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ

ｍｏｄｕｌｅｓ

　　在代数的同调理论和环论中，三角矩阵环起着

非常重要的作用，它使得代数上的模理论变得更加

丰富，也使得对模的研究更加具体．近年来，三角矩

阵环上的模受到许多学者的青睐．Ｆｏｓｓｕｍ 等
［１］研

究了三角矩阵环犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）上的平坦模，证明了

犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是平坦左犜模当且仅当犕１是平坦左

犃模，犕２／Ｉｍ（φ
犕）是平坦左犅模，且φ

犕 是单同
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态．Ｈａｇｈａｎｙ和Ｖａｒａｄａｒａｊａｎ
［２］讨论了三角矩阵环

犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）上的投射模，证明了犠＝ 犠１，犠２（ ）
φ犠

是投射右犜模当且仅当犠１／Ｉｍφ犠（ ）是投射右犃

模，犠２是投射右犅模，且φ犠 是单同态．Ｂｒａｖｏ等
［３］

引入了ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ模并研究了其性质．Ｂｒａｖｏ

等［４］引入了ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦模，给出了这类模

的一些等价条件．ａｒｏｃｈ等
［５］引入了投射余可解的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模（简记为ＰＧＦ模），证明了这类模

是投射可解的．同年Ｉａｃｏｂ
［６］给出了ＰＧＦ模与Ｄｉｎｇ

投射模，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模之间的关系，证明了

ＰＧＦ模既是Ｄｉｎｇ投射模又是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模．
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设犃，犅 是环，犝 是（犅，犃）双模，则犜＝

犃 ０

犝 犅（ ）关于矩阵的加法和乘法构成了环．Ｚｈａｎｇ［７］
研究了犜 上的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模的结构，证明了

犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左犜模当且仅当

犕１ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左 犃模，犕２／Ｉｍ（φ
犕）是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左犅模，并且φ
犕 是单同态．狄振兴

等［８］研究了犜 上的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ模和Ｇｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎＡＣ平坦模，证明了在一定条件下，犕＝

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦左犜模当且仅当

犕１是ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦左犃模，犕２／Ｉｍ （φ
犕）

是ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦左犅模，且φ
犕 是单同态．

受以上工作的启发，本文引入ＰＧＡＣＦ模，研究

在犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）上的ＰＧＡＣＦ模与犃 上的ＰＧＡＣＦ
模和犅上的ＰＧＡＣＦ模之间的关系．

１　预备知识
本文所涉及的环均指有单位元的结合环，模均

指酉模．下面给出本文用到的一些概念和事实．

定义１
［３］
　称左犚模犕 是犉犘∞型的，如果存

在左犚模的正合列

…→犘狀→…→犘１→犘０→犕→０

其中犘犻犻≥０（ ）是有限生成投射模．

定义２
［３］
　称左犚模 犖 是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ

模，如果对任意犉犘∞型左犚模犕，Ｅｘｔ
１
犚 犕，犖（ ）＝

０．

设犌是右犚模，犌 的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ维数定

义为ＡＣ犱犚（犌）＝ｉｎｆ｛狀∈犣｜存在右犚模的正合列

０→犌→犔０→…→犔狀－１→犔狀→０

其中犔犻 ０≤犻≤狀（ ）是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ模｝，若这样

的狀不存在，则记ＡＣ犱犚（犌）＝∞．记

狉ＡＣ犱（犚）＝ｓｕｐ｛ＡＣ犱犚（犌）｜犌是右犚模｝

定义３
［４］
　称左犚模犕 是ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平

坦模，如果存在平坦左犚模的正合列

犉∶…→犉１→犉０→犉－１→…

使得犕Ｋｅｒ犉０→犉－１（ ），并且对任意ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ

ｃｌｅａｎ右犚模犔，犔
犚

犉是正合列．

设犃，犅是环，犝是 犅，犃（ ）双模．设

犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）＝ 犪 ０

狌 犫（ ）｜犪∈犃，犫∈犅，狌∈犝｛ ｝
其乘法定义为

犪 ０

狌 犫（ ）犪′ ０

狌′ 犫′（ ）＝ 犪犪′ ０

狌犪′＋犫狌′ 犫犫′（ ）
其中

犪 ０

狌 犫（ ），犪′ ０

狌′ 犫′（ ）∈犜，则犜关于矩阵的加法和
乘法构成环．

左犜模范畴中的对象可以用三元组 犕 ＝

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

来表示，其中犕１ 是左犃模，犕２ 是左犅

模，φ
犕
∶犝

犃

犕１→犕２是左犅模同态．任意的两个

左犜模犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

和犖＝
犖１

犖２
（ ）

φ
犖

之间的态射为

犳１

犳２
（ ），其中犳１：犕１→犖１是左犃模同态，犳２∶犕２→

犖２是左犅模同态，并且满足如下交换图，如图１所

示．

　　　　　　　犝
犃

犕１
１犳

→
１

犝
犃

犖１

φ
犕｜
↓

｜
↓φ

犖

犕２　
　犳２

→
　
犖２

图１　交换图

犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

给定左犜模犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

，有

φ
犕
槇
∶犕１→Ｈｏｍ犅（犝，犕２）

其中φ
犕
槇
狓（）狌（）＝φ

犕
狌狓（ ），狓∈犕１，狌∈犝．

类似地，右犜模范畴中的对象可以用三元组

犖１，犖２（ ）
ψ犖
来表示，其中犖１ 是右犃模，犖２ 是右

犅模，ψ犖∶犖２
犅

犝→犖１是右犃模同态．任意的两

个右犜模 犕１，犕２（ ）
ψ犕
和 犖１，犖２（ ）

ψ犖
之间的态射

为犵１，犵２（ ），其中犵１∶犕１→犖１ 是右犃模同态，

犵２∶犕２→犖２ 是右犅模同态，并且满足如下交换

图，如图２所示．

　　　　　　　犕２
犅

犝
犵２

→
１
犖２

犅

犝

ψ犕
｜
↓

｜
↓ψ犖

犕１
　犵１

→
　
犖１

图２　交换图

犉犻犵．２　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

左犜模序列

０→
犕′１

犕′２
（ ）

φ
犕
′

→
犕１

犕２
（ ）

φ
犕
→
犕″１

犕″２
（ ）

φ
犕
″

→０
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正合当且仅当０→犕′１→犕１→犕″１→０和０→犕′２→

犕２→犕″２→０正合．关于该环的细节参见文献［２］．

设犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是左犜模，犖＝ 犖１，犖２（ ）
ψ犖
是

右犜模．由文献［９］中命题３．６．１得同构式

犖 
犜

犕  犖１
犃

犕１犖２
犅

犕２（ ）／犎

其中子群

　　犎＝｛ψ犖（狓２狌）狔１－狓２

φ
犕（狌狔１）｜狓２∈犖２，狔１∈犕１，狌∈犝｝

引理１
［２］
　设犕＝

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是左犜模，则犕 是

投射 左 犜模 当 且 仅 当 犕１ 是 投 射 左 犃模，

犕２／Ｉｍ（φ
犕）是投射左犅模，且φ

犕 是单同态．

引理２
［８］
　设犝犃 是有限生成投射模，犅犝 是平

坦模，犔＝犔１，犔２（ ）
φ犔
是右犜模．

１）如果犔是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犜模，那么犔１

是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右 犃模且 犔２ 是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ

ｃｌｅａｎ右犅模．

２）如果犔１是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犃模，Ｋｅｒφ犔

是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犅模，且φ犔 是满同态，那么

犔是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犜模．

引理３　设犝犃 是有限生成投射模，犅犝 是平坦

模，犕２ 是右犅模．如果 ＡＣ犱犅 犕２（ ）＜∞，那么

ＡＣ犱犜 ０，犕２（ ）＜∞．

２　主要结果
定义４　称左犚模犕 是投射余可解的Ｇｏｒｅｎ

ｓｔｅｉｎＡＣ平坦模，如果存在投射左犚模的正合列

犘∶…→犘
－１
→犘

０
→犘

１
→…

使得犕Ｋｅｒ（犘
０
→犘

１），并且对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ

ｃｌｅａｎ右犚模犔，犔
犚

犘 是正合列（将 犕 简记为

ＰＧＡＣＦ模）．

显然ＰＧＡＣＦ模是ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ平坦模．以

下讨论环犜上的ＰＧＡＣＦ模与环犃 上的ＰＧＡＣＦ

模和环犅上的ＰＧＡＣＦ模之间的关系．

引理４　设犕 是左犚模，则下列条件等价：

１）犕 是ＰＧＡＣＦ模；

２）存在左犚模的正合列

犘∶…犘－１
→犘

０
→犘

１
→…

其中犘
犻
犻∈犣（ ）是投射模，使得犕Ｋｅｒ（犘

０
→犘

１），

并且对ＡＣ犱犚（犌）＜∞的右犚模犌，犌
犚

犘正合．

证明　２）１）显然．

１）２）因为犕 是ＰＧＡＣＦ模，所以存在投射

左犚模的正合列

犘∶…→犘
－１
→犘

０
→犘

１
→…

使得犕Ｋｅｒ犘
０
→犘

１（ ），并且对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ

ｃｌｅａｎ右犚模犔，序列犔
犚

犘正合．若ＡＣ犱犚（犌）＝

狀＜∞，则存在ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犚模的正合列

０→犌→犌０→…→犌狀－１→犌狀 →０

其中犌犻 ０≤犻≤狀（ ）是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ模．由于犘犻

犻∈犣（ ）是投射左犚模，所以

０→犌
犚

犘→犌０
犚

犘→…→

犌狀－１
犚

犘→犌狀 
犚

犘→０

是复形的正合列，其中复形犌犻
犚

犘０≤犻≤狀（ ）正合，

因此复形犌
犚

犘正合．

命题１　设犝犃 是有限生成投射模，犅犝 是平坦

模，犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是左犜模．

１） 如 果 犕１ 是 ＰＧＡＣＦ 左 犃模，那 么

犕１

犝
犃

犕１（ ）是ＰＧＡＣＦ左犜模．
２）如果犕２是ＰＧＡＣＦ左犅模，那么

０

犕２
（ ）是

ＰＧＡＣＦ左犜模．

证明　１）因为犕１是ＰＧＡＣＦ左犃模，所以存

在投射左犃模的正合列

犘１∶…→犘
－１
１

犱－１

→
１

犘
０
１

犱
→

０
１

犘
１
１→…

使得犕Ｋｅｒ犱
０
１（ ），并且对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ

右犃模犈，序列犈
犃

犘１正合．由犝犃 是有限生成投

射模知序列犝
犃

犘１正合，因此由引理１知，存在投

射左犜模的正合列

犘１

犝
犃

犘１（ ）∶…→
犘－

１
１

犝
犃

犘－
１
１（ ）

犱－１１
１犱

－１
１

（ ）
→

犘
０
１

犝
犃

犘
０
１（ ）

犱０１
１犱

０
１

（ ）
→

犘
１
１

犝
犃

犘
１
１（ ）→…

使得
犕１

犝
犃

犕１（ ）Ｋｅｒ 犱
０
１

１犱
０
１

（ ）．对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ
ｃｌｅａｎ右犜模犔１，犔２（ ）

φ犔
，存在右犜模的正合列

０→ 犔１，０（ ）→ 犔１，犔２（ ）→ ０，犔２（ ）→０
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因为
犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）犻∈犣（ ）是投射左犜模，所以有正合序

列

０→ 犔１，０（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）→

犔１，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）→

０，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）→０

由文献［９］中的命题３．６．１知：

０，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）

犔２
犅

犝
犃

犘
犻
１（ ）／犔２

犅

犝
犃

犘
犻
１（ ）＝０

因此对任意整数犻，有

犔１，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）

犔１，０（ ）
犜

犘
犻
１

犝
犃

犘
犻
１（ ）犔１犃 犘犻１

所以

犔１，犔２（ ）
犜

犘１

犝
犃

犘１（ ）犔１犃 犘１
由引理２中１）知犔１是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犃模，所以

序列犔１
犃

犘１正合，从而序列 犔１，犔２（ ）
犜

犘１

犝
犃

犘１（ ）正

合，因此
犕１

犝
犃

犕１（ ）是ＰＧＡＣＦ左犜模．
２）因为犕２是ＰＧＡＣＦ左犅模，所以存在投射

左犅模的正合列

犘２∶…→犘
－１
２

犱－１

→
２

犘
０
２

犱
→

０
２

犘
１
２→…

使得犕２Ｋｅｒ犱
０
２（ ），并且对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ

右犅模犙，序列犙
犅

犘２正合．因此由引理１知存在

投射左犜模的正合列

０

犘２
（ ）＝…→ ０

犘－
１
２

（ ）
０
犱－１２（ ）
→
０

犘
０
２

（ ）
０
犱０２（ ）
→
０

犘
１
２

（ ）→…

使得

０

犕２
（ ）Ｋｅｒ０犱０２（ ）

设犔＝犔１，犔２（ ）
φ犔
是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犜模，由引

理２中１）知犔２是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犅模，所以序

列犔２
犅

犘２正合．由文献［９］中的命题３．６．１知：

犔１，犔２（ ）
犜

０

犘２
（ ）犔２

犅

犘２

因此序列 犔１，犔２（ ）
犜

０

犘２
（ ）正合，故 ０

犕２
（ ）是ＰＧＡＣＦ

左犜模．

定理１　设犝犃 是有限生成投射模，犅犝 是平坦

模，狉ＡＣ犱犅（）＜∞．若犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＰＧＡＣＦ左

犜模，则 犕１ 是ＰＧＡＣＦ左犃模，犕２／Ｉｍ（φ
犕）是

ＰＧＡＣＦ左犅模，且φ
犕：犝

犃

犕１→犕２是单同态．

证明　设犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＰＧＡＣＦ左犜模，则

存在投射左犜模的正合列

犘＝
犘１

犘２
（ ）∶…→ 犘

－１
１

犘－
１
２

（ ）
φ
－１

犱－１１
犱－１２
（ ）
→

犘
０
１

犘
０
２

（ ）
φ
０

犱０１
犱０２
（ ）
→
犘
１
１

犘
１
２

（ ）
φ
１

→…

使得犕Ｋｅｒ
犱
０
１

犱
０
２

（ ），并且对任意的ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ
右犜模犔＝犔１，犔２（ ）

φ犔
，序列犔

犜

犘正合．由引理１

知，存在投射左犃模的正合列

犘１∶…→犘
－１
１

犱－１

→
１

犘
０
１

犱
→

０
１

犘
１
１→…

使得犕１Ｋｅｒ犱
０
１（ ）．设犇是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犃

模，则有右犜模的正合列

０→ 犇，０（ ）→ 犇，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）→

０，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）→０

因为
犘
犻
１

犘
犻
２

（ ）
φ
犻

犻∈犣（ ）是投射左犜模，所以有复形正合

列

０→ 犇，０（ ）
犜

犘→

犇，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）
犜

犘→

０，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）
犜

犘→０

由引理２中２）知 犇，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ
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ｃｌｅａｎ右犜模，所以复形 犇，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）
犜

犘 正

合．因为狉ＡＣ犱犅（）＜∞，所以

ＡＣ犱犅（Ｈｏｍ犃（犝，犇））＜∞

从而由引理３知：

ＡＣ犱犜 ０，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）（ ）＜∞

由引理４得复形 ０，Ｈｏｍ犃 犝，犇（ ）（ ）
犜

犘 正合，因此

复形 犇，０（ ）
犜

犘正合．因为

犇，０（ ）
犜

犘犇
犃

犘１

所以序列犇
犃

犘１正合，故犕１是ＰＧＡＣＦ左犃模．

下证φ
犕：犝

犃

犕１→犕２是单同态．

令μ１：犕１→犘
０
１和μ２：犕２→犘

０
２是包含映射，考

虑如下交换图，如图３所示．

　　　　　　　　　犝
犃

犕１
１μ
→
１

犝
犃

犘
０
１

ψ
犕｜
↓

｜
↓ψ

０

犕２
　μ２

→
　
犘
０
２

图３　交换图

犉犻犵．３　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

因为犝犃 是有限生成投射模，所以序列犝
犃

犘１ 正

合，从而１μ１是单同态．由引理１知φ
０是单同态，

故φ
犕 是单同态．

最后证Ｃｏｋｅｒφ
犕（ ）＝犕２／Ｉｍ（φ

犕）是ＰＧＡＣＦ

左犅模．

记犱
—
犻
２：犘

犻
２／Ｉｍφ

犻（ ）→犘
犻＋１
２ ／Ｉｍφ

犻＋１（ ），对犻∈

犣，考虑如下行正合的交换图，如图４所示．

  　
↓ ↓ ↓　

→０ 犝
犃

犘
０
１

φ
→

０

犘 →
０
２ 犘

０
２／Ｉｍφ →

０
０

１犱
０
１
狘
↓　　　

狘
↓

狘
↓犱
－０
２

→０ 犝
犃

犘
１
１

φ
→

１

犘 →
１
２ 犘

１
２／Ｉｍφ →

１
０

１犱
１
１
狘
↓　　　

狘
↓

狘
↓犱
－１
２

→０ 犝
犃

犘
２
１

φ
→

２

犘 →
２
２ 犘

２
２／Ｉｍφ →

２
０

狘
↓

狘
↓

狘
↓　

  

图４　交换图

犉犻犵．４　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

因为犝犃 是有限生成投射模，所以第一列犝
犃

犘１正

合，由序列犘正合知第二列犘２正合，因此第三列正

合．由引理１知，对任意犻，犘犻２／Ｉｍφ
犻是投射模，令

犎∶…→犘
０
２／Ｉｍφ

０
犱
—

→

０
２

犘
１
２／Ｉｍφ

１
犱
—

→

１
２

犘
２
２／Ｉｍφ

２
→…

使得犕２／Ｉｍ（φ
犕）Ｋｅｒ犱

—
０
２（ ）．考虑正合列

０→犝
犃

犘
犻
１
φ
→
犻

犘
犻
２→犘

犻
２／Ｉｍφ

犻
→０，　犻∈犣

设犔２是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犅模，用犔２
犅

－作用上

述正合列得正合列

犔２
犅

犝
犃

犘
犻
１（ ）

１φ
→
犻

犔２
犅

犘
犻
２→

犔２
犅

犘
犻
２／Ｉｍφ

犻（ ）→０

因此有

犔２
犅

犘
犻
２／Ｉｍφ

犻（ ） 犔２
犅

犘
犻
２（ ）／Ｉｍ１φ

犻（ ）

０，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犘
犻
２

（ ）
因为犔２是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犅模，所以由引理２

知０，犔２（ ）是ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｌｅａｎ右犜模．因此由犕＝

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＰＧＡＣＦ左犜模知序列 ０，犔２（ ）
犜

犘 正

合，从而由

犔２
犅

犘
犻
２／Ｉｍφ

犻（ ）０，犔２（ ）
犜

犘
犻
１

犘
犻
２

（ ）
得犔２

犜

犎 ０，犔２（ ）
犜

犘 正合，故犕２／Ｉｍ（φ
犕）是

ＰＧＡＣＦ左犅模．

由定理１得以下推论．

推论１　设犚 是环，犜（犚）＝
犚 ０

犚 犚（ ），犕＝
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书书书

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是左犜（犚）模．如果 犕 ＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是

ＰＧＡＣＦ左犜（犚）模，那么犕１，犕２和Ｃｏｋｅｒ（φ
犕）＝

犕２／Ｉｍ（φ
犕）是ＰＧＡＣＦ左犚模，且φ

犕 是单同态．

定理２　设犝犃 是有限生成投射模，犅犝 是平坦

模，犕＝
犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是左犜模，ＰＧＡＣＦ左犜模对扩张

封闭．如果犕１是ＰＧＡＣＦ左犃模，犕２／Ｉｍ（φ
犕）是

ＰＧＡＣＦ左犅模，φ
犕 是单同态，那么犕 是ＰＧＡＣＦ

左犜模．

证明　因为φ
犕 是单同态，所以存在左犜模的

正合列

０→

犕１

犝
犃

犕１（ ）→ 犕１

犕２
（ ）→ ０

犕２／Ｉｍ（φ
犕）（ ）→０

由于犕１是ＰＧＡＣＦ左犃模，所以由命题１中１）知

犕１

犝
犃

犕１（ ）是ＰＧＡＣＦ左犜模．因为犕２／Ｉｍ（φ
犕）是

ＰＧＡＣＦ 左 犅模，所 以 由 命 题 １ 中 ２）知

０

犕２／Ｉｍ（φ
犕）（ ）是 ＰＧＡＣＦ 左 犜模．因 此 犕 ＝

犕１

犕２
（ ）

φ
犕

是ＰＧＡＣＦ左犜模．
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