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基于特征分区的奇异域积分单元细分法
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摘要：针对传统方法难以解决积分方程中的奇异性问题，提出一种基于特征分区的奇异域积分单元细分法，该方法

基于体二叉树数据结构对不同类型体单元自适应细分，能精确计算任意源点位置的三维奇异积分，消除积分的奇

异性．在笛卡尔坐标系下，通过在源点构建包围盒对体单元特征分区，将体单元划分为腔面投影区域和单元细分区

域，依照细分准则对单元细分区域递归细分，采用腔面重构算法和投影算法，重新在源点附近生成高质量的积分子

单元．数值算例表明，该方法的积分计算精度、稳定性优于传统单元细分方法．
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　　边界元法
［１２］是一种以成熟的边界积分方程理

论为基础的数值方法，具有计算精度高、降维等优

势．但对瞬态热传导
［３４］、弹性动力学等非线性问题

分析时，由于存在非线性变量，导致积分方程含有大

量的奇异积分［５６］
．边界元法分析非均匀介质问题

时，在问题域内划分网格后，通过域积分计算物理问
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题，域积分的基本解具有奇异性［７］
．奇异积分指源点

在单元内部或边界上的积分，计算奇异积分时，当源

点离场点越近被积函数值的变化幅度越大，此时常

规的积分方法［８９］无法保证积分精度．因此，精确、高

效的计算边界积分方程中的奇异积分是成功解决非

线性问题的关键．

为了提高求解瞬态热传导［１０］、塑性力学等非线

性问题的效率，国内外学者在传统边界元计算领域

的基础上提出新的算法．奇异积分的求解方法主要

包括两类：双重互易法［１１］和直接域积分法［１２］
．双重

互易法通过积分转换技术将域积分转变为边界积分

或非积分项，主要思想是将边界离散并且将径向基

函数与边界积分方程相结合．双重互易法的优点为

网格划分不会在问题域内进行，使网格规模降低．缺
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点为求解不同的物理问题具有一定的局限性，且双

重互易法的计算精度对问题域内的内部点具有依赖

性．

直接域积分法通过网格单元直接计算域积分，

其优点为该方法相对于双重互易法通用性好，不需

要对域积分进行变换．其次直接域积分法已应用于

瞬态热传导问题的求解，具有更好的计算效率．缺点

为该方法需要生成网格解决问题，对域积分计算时，

积分精度和效率严重依赖于网格划分的质量［１３］
．形

状复杂的几何模型在网格全自动生成过程中，网格

畸变［１４］是不可避免的，因此域积分在这些低质量、

不规则网格内进行计算时，会影响最终的数值计算

结果．对域积分进行计算时，通常先把体单元细分成

若干个积分子单元，再根据积分准则计算积分［１５］
．

常用的单元细分方法主要包括：传统单元细分法、基

于四叉树单元细分法［１６］、球面细分法［１７］等．球面细

分法类似于推进前沿法［１８］，适用性强，但该方法属

于一种经验方法，某些情况下单元细分不收敛．基于

四叉树单元细分法通用性强、稳定性好，但在源点附

近存在冗余的积分子单元，计算繁琐效率降低．

传统的体二叉树单元细分法（ｂｉｎａｒｙｔｒｅｅｓｕｂ

ｄｉｖｉｓｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ＢＴＳＭ）
［１９２０］基于体二叉树数据结

构，先对体单元进行细分，然后在源点附近构建投影

腔面，采用腔面投影算法重构源点附近的积分子单

元．其中腔面投影算法为核心算法，涉及大量的求

交计算，算法实现较为复杂，计算效率较低．

针对上述单元细分方法存在的困难，本文提出

了一种基于特征分区的奇异域积分单元细分法，与

传统的ＢＴＳＭ不同之处在于，该方法先识别源点所

在的区域，通过在源点构建包围盒对体单元进行特

征分区，分别构建投影区域和细分区域，然后对投影

区域和细分区域进行腔面投影以及自适应细分，算

法设计更为简单，计算效率和稳定性好．数值算例表

明，基于特征分区的ＢＴＳＭ成功实现对不同类型体

单元自适应细分，并且可精确高效的计算不规则单

元形状的奇异域积分．

１　边界积分方程中的三维奇异积分
三维奇异积分在给定的任意区域中，当源点在

积分单元内部时，源点距离场点越近，被积函数的值

越大，在源点无限接近场点时，被积函数的值趋于无

穷大．这种情况下常规的积分方法无法准确的计算．

域积分的求积公式为

犐（犘）＝∫Ω
犳（犘，犙）犖（犙）ｄΩ＝

∫Ω

犳
－

（犘，犙）

狉β（犘，犙）
犖（犙）ｄΩ （１）

式中：狉（犘，犙）为定义域内源点到场点的距离；β为

常数；犳（犘，犙）为被积函数；犳
－

（犘，犙）为非奇异积分

项；犖（犙）为单元形函数．

２　基于特征分区的犅犜犛犕细分方案

２．１　考虑源点及单元形状的特征分区

对任意类型的体单元，在局部坐标系下识别源

点所在区域，为消除积分的奇异性，通过球面与体单

元相交构建包围盒，并对体单元进行分区处理．如

图１所示，以薄型结构中的任一六面体单元为例，特

征分区的具体实现步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：识别源点位置．源点与六面体单元的相

对位置关系：源点位于体单元内部、源点位于体单元

边界、源点位于体单元顶点．根据在体单元内不同的

源点位置，构建不同类型的包围盒．

Ｓｔｅｐ２：生成包围盒．以源点位于六面体单元的

顶点为例，以源点为球心，构建一个内径为狉的球

面，通过将球面与体单元的各边求交得到一个内切

球面的包围盒，将包围盒作为投影区域，其中图１里

绿色六面体代表包围盒，不与源点相连的三个紫色

面代表腔面．

Ｓｔｅｐ３：区域划分．利用包围盒对体单元内剩余

的区域进行特征分区，将包围盒内的区域定义为投

影区域，包围盒以外体单元以内的区域定义为细分

区域．

图１　特征分区示意图

犉犻犵．１　犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狅犳犳犲犪狋狌狉犲狆犪狉狋犻狋犻狅狀

　　传统的单元细分法（ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ，ＣＳＭ）对体单元先进行细分，再在源点附

近构建投影腔面，最后采用腔面投影算法重新填充

源点附近的腔面［１９］
．本文的ＢＴＳＭ先构建包围盒，

利用包围盒对体单元特征分区，划分出投影区域、细

分区域，依照细分准则对每个细分区域单独细分，利

用腔面构建算法和不同的腔面投影算法对腔面投影
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区域进行重构．与传统的单元细分方法相比，本文的

ＢＴＳＭ鲁棒性好、更容易实现区域划分．基于特征

分区的ＢＴＳＭ奇异域积分单元细分方案流程图如

图２所示．

图２　基于特征分区犅犜犛犕的单元细分流程图

犉犻犵．２　犉犾狅狑犱犻犪犵狉犪犿狅犳犅犜犛犕犫犪狊犲犱狅狀犳犲犪狋狌狉犲狆犪狉狋犻狋犻狅狀

２．２　单元细分区域的构建

以六面体单元为例，构建含有源点的包围盒，通

过延长包围盒边界至体单元边界或利用包围盒直接

对体单元特征分区，在体单元内得到两个包围盒以

外的封闭区域，将该区域作为细分区域．不同源点位

置处构建的包围盒，对体单元划分的细分区域也不

同．如图３ａ所示，当源点位置位于体单元的顶点时，

包围盒的边界延长至体单元的边界，将体单元特征

分区，构建成两个相互接触的细分区域．如图３ｂ所

示，当源点位置位于体单元的内部时，通过包围盒直

接对体单元特征分区，将体单元分成两个互不接触

的细分区域．

图３　不同源点位置的细分区域

犉犻犵．３　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狉犲犵犻狅狀狊狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狅狌狉犮犲狆狅犻狀狋犾狅犮犪狋犻狅狀狊

对体单元特征分区后，依照体二叉树单元细分

准则，分别对细分区域１和细分区域２进行递归细

分，直到两个细分区域满足细分准则停止细分．

２．３　腔面投影区域的构建

在笛卡尔坐标系下，本文以源点为球心，球径为

狉构建一个球面，球面与六面体单元的各个边求交，

得到包含长宽高的三维坐标信息，通过三个坐标构

建包围盒，将包围盒以内的区域作为投影区域．如

图４所示，与细分区域接触的紫色直线代表腔面，在

腔面投影区域中，重新构建有效投影腔面，并采用径

向腔面投影算法、通用腔面投影算法重构源点附近

的积分单元．

为了提高积分单元的质量，对投影区域边界进

行分割处理，以提高腔面的质量．如图４ａ所示，当源

点位置位于体单元的顶点时，投影区域内的三个节

点向源点附近投影．如图４ｂ所示，源点位于体单元

的内部时，投影区域内的四个节点以及投影区域腔

面的两个中点向源点附近投影．

图４　不同源点位置的腔面投影区域

犉犻犵．４　犘狉狅犼犲犮狋犻狅狀狉犲犵犻狅狀狊狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狅狌狉犮犲狆狅犻狀狋犾狅犮犪狋犻狅狀狊

３　基于犅犜犛犕的单元细分准则及方
法

３．１　体二叉树单元细分准则

奇异域积分的体二叉树单元的细分准则与单元

细分尺寸比率η和最小细分尺寸ε有关，自适应细

分需要满足条件：η＜η０；犾＜ε．如图５所示，η＝犾／犱，

犾为外接球的半径，犱为源点到外接球中心点的距

离，η０为单元细分尺寸比率的参考值．三维奇异域

积分的最小细分尺寸ε＝α犚狋，α为常数，犚狋表示源

点距体单元边界的最短距离．通过最小细分尺寸ε

控制最终细分子块的数量，避免细分子块无限细分．

图５　犅犜犛犕单元细分准则

犉犻犵．５　犈犾犲犿犲狀狋狊狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀犮狉犻狋犲狉犻狅狀狅犳犅犜犛犕

３．２　不同类型体单元的细分方式

根据不同的单元类型对体单元进行分类，可分

为六面体单元、三棱柱单元、四面体单元等．本文基

于体二叉树自适应细分的原则，按照离源点位置由

远及近的细分准则，对类型相同和不同的细分子块

递归细分，直到满足细分要求．在对体单元细分时，

不同类型的体单元具有不同的细分方式，但都沿着
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体单元最长边的方向进行细分．如图６所示，几何形

状规则的体单元，如三棱柱单元、规则的六面体单元

可分割成两个相同类型的子单元．几何特征不规则

的体单元，如非结构化的四面体单元，分为两个不同

类型的子单元．细分时按照二叉树单元细分原则，保

证了各个相邻细分子块的连续性，不需要使用过渡

模板来处理细分子块之间的间隙．

图６　不同类型体单元的细分方式

犉犻犵．６　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋狔狆犲狊狅犳狏狅犾狌犿犲犲犾犲犿犲狀狋

４　源点附近腔面投影区域重构

４．１　有效投影腔面构建

源点附近的积分存在奇异性，需要重新在腔面

投影区域内构建有效投影腔面．本文提出了在源点

周围搭建一个“阶梯型”的投影腔面，具体实现步骤

如下：

Ｓｔｅｐ１：定义腔面投影区域的内外属性．为重构

有效投影腔面，对包围盒、球面部分置设内外属性，

即位于球面内部、位于包围盒内部以及球面外部等

属性．如图７所示，犈１为球面内部区域，犈２为跨球

面的包围盒区域，犈３为球面外部的子单元部分．

图７　构建有效投影腔面

犉犻犵．７　犆狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀狅犳狋犺犲狏犪犾犻犱狆狉狅犼犲犮狋犻狅狀犮犪狏犻狋狔

Ｓｔｅｐ２：定义积分单元．在细分子块内，去除犈１

球面内部以及犈２包围盒，仅保留犈３球面外部的单

元部分，将这部分作为积分单元．

Ｓｔｅｐ３：选取腔面．将犈２包围盒与犈３球面外部

的子单元的接触面作为腔面．其中图７里的紫色矩

形面代表腔面．

４．２　径向腔面投影算法

当球体的内径较小时，外投影腔面是由球面附

近的“阶梯型”的细分子面构成，如四边形、三角形细

分子面．利用径向投影算法，将外腔面沿着球内径的

方向投影，对球面内部以及球面和外投影腔面之间

的间隙进行投影填充．投影对象不同所使用的填充

单元也不同，如球面内部间隙的填充是通过曲面边

界的四面体以及四棱锥细分子块相组合，球面和外

投影腔面的填充是通过曲边界的三棱柱和立方块状

体单元相组合．采用常规的高斯积分准则对三棱柱

和立方块状体单元进行积分，采用哈默斯坦积分方

程［２１］计算四面体细分子块．图８给出了利用径向投

影法算法进行边界拟合实例．

图８　径向投影算法示意图

犉犻犵．８　犗狏犲狉犪犾犾狆狉狅犮犲犱狌狉犲狅犳狋犺犲狉犪犱犻犪犾犮犪狏犻狋狔狆狉狅犼犲犮狋犻狅狀

犪犾犵狅狉犻狋犺犿

针对奇异域积分，如图９所示，当球体的内径较

大时，球面和体单元的交集部分会存在一个相交面，

只有将外投影腔面上的点投影到这个相交面上，才

能保证生成高质量的积分子单元．本文根据腔面上

点的位置、体单元边界的数量对不同腔面进行投影．

腔面上点的类型包括：在细分子块的各个顶点的点

称为角点，在细分子块的每条几何边上的点称为边

点，在细分子块的各个几何面上的点称为面点，在细

分子块内的点称为内部点．
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图９　球面与体单元相交的示意图

犉犻犵．９　犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狊狅犳狋犺犲犻狀狋犲狉狊犲犮狋犻狅狀狅犳犪狊狆犺犲狉犲

犪狀犱犪狏狅犾狌犿犲犲犾犲犿犲狀狋

在通用腔面投影算法中，腔面类型不同投影方

式也不同．如图１０所示，犘点为源点，紫色线框为点

的环绕腔面，犃为腔面上的点，犃′为投影点．其中犃

的投影方向主要有沿着球内径方向、沿着犃犘′方

向、沿着两个基面公共边的方向．根据环绕腔面在细

分子块内的位置关系以及不同点的类型主要有以下

几种情况：

１）多个环绕腔面不从属于细分子块内的任意

一个基面的内部点（图１０ａ）．

２）环绕腔面不从属于细分子块内的任意一个

基面的面点（图１０ｂ）．

３）多个环绕腔面从属于细分子块内的任意一

图１０　基于通用腔面投影算法对不同类型腔面上点的投影

　犉犻犵．１０　犘狉狅犼犲犮狋犻狅狀狅犳狆狅犻狀狋狊狅狀犱犻犳犳犲狉犲狀狋狋狔狆犲狊狅犳犮犪狏犻狋狔

狊狌狉犳犪犮犲狊犫犪狊犲犱狅狀犪犮犪狏犻狋狔狆狉狅犼犲犮狋犻狅狀犪犾犵狅狉犻狋犺犿

个基面的面点（图１０ｃ）．

４）环绕腔面从属于细分子块内任意一个基面

的角点（图１０ｄ）．

５）环绕腔面从属于细分子块内任意相邻基面

的角点（图１０ｅ）．

６）环绕腔面从属于细分子块内全部基面的角

点（图１０ｆ）．

７）环绕腔面不从属于细分子块内任意一个基

面的边点（图１０ｇ）．

８）环绕腔面从属于细分子块内任意一个基面

的边点（图１０ｈ）．

９）环绕腔面从属于细分子块内全部基面的边

点（图１０ｉ）．

５　数值算例
本文的研究对象为三维体单元的奇异域积分，

所研究的单元类型包括四面体单元、三棱柱单元、六

面体单元等，积分域为给定的体单元．

依据几个算例验证ＢＴＳＭ的有效性和可行性，

并将ＢＴＳＭ与ＣＳＭ进行对比，从积分精度、相对误

差方面验证该方法的优势．本文用于奇异积分计算

的核函数相关表达式如下：

犐＝∫Ω

１

４π狉
２犖ｄΩ （２）

式中：狉为任意的积分域Ω内源点到场点的距离；犖

为单元形函数．

δ＝
犐（狀）－犐（犲）

犐（犲）
（３）

式中：δ为相对误差；犐（狀）、犐（犲）分别为奇异域积分的

数值解和精确解．

５．１　基于犅犜犛犕奇异域积分的收敛性验证

图１１给出在源点（－０．１，０．８，－０．１）处细长条

状六面体单元细分的一个实例，从图中可看出，依据

ＢＴＳＭ细分后，细分单元距离源点呈近密远疏分

布．如图１２所示，算例给出了ＢＴＳＭ和ＣＳＭ的相

对误差随积分点数量变化的情况，验证了ＢＴＳＭ具

有更好的收敛性，相对于ＣＳＭ可以用更少的积分

点数量得到更高的积分精度．

图１１　细长条状六面体单元的细分实例

犉犻犵．１１　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳犪狊犾犲狀犱犲狉犺犲狓犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋
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图１２　犅犜犛犕与犆犛犕奇异域积分收敛性对比

犉犻犵．１２　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狅犳犅犜犛犕犪狀犱犆犛犕

５．２　奇异域积分计算数值算例

５．２．１　细长条状三棱柱单元

针对奇异域积分，图１３给出在源点（－０．５，

０．７５，０．１２５）处细长条状三棱柱单元细分的实例．用

于积分计算的四个源点坐标分别为 犕１（－０．５，

０．７５，０．１２５）、犕２（０，０．５，０．２５）、犕３（０．５，０．２５，

０．３７５）、犕４（１．０，０，０．５）．ＢＴＳＭ的积分点数量分别

为３２０９、２７８６、３６６９、１２８３；ＣＳＭ的积分点数量分

别为３０００、３０００、３９９３、１５３６．

由图１３可看出ＢＴＳＭ得到的积分子单元质量

较高、分布合理．

图１３　细长条状三棱柱单元的细分实例

犉犻犵．１３　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳犪狊犾犲狀犱犲狉狆犲狀狋犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

算例给出ＢＴＳＭ和ＣＳＭ在不同源点下积分点

数量以及相对误差的数值结果．如图１４所示，同一

源点位置ＢＴＳＭ所需要的积分点数少于ＣＳＭ，且

ＢＴＳＭ的计算精度比ＣＳＭ 的计算精度高出２～

３个数量级，计算精度明显更高．

５．２．２　细长条状四面体单元

图１５给出在源点（０．３，０．３，０．３）处细长条状四

面体单元细分的实例．用于积分计算的四个源点坐

标分别为 犕５（０．０５，０．０５，０．０５）、犕６（０．１，０．１，

０．１）、犕７（０．１８，０．１８，０．１８）、犕８（０．３，０．３，０．３）．

ＢＴＳＭ的积分点数量分别为３２１６、３６０６、２４６９、

３２５０；ＣＳＭ 的积分点数量分别为２９０６、４０００、

２９０６、２９０６．

由图１５可看出ＢＴＳＭ细分后得到的积分子单

元形状、尺寸较好，可直接用于三维奇异域积分的

计算．

图１４　三棱柱单元奇异域积分的积分计算结果

犉犻犵．１４　犖狌犿犲狉犻犮犪犾犲狏犪犾狌犪狋犻狅狀狅犳狊犻狀犵狌犾犪狉犱狅犿犪犻狀犻狀狋犲犵狉犪犾狊

犳狅狉犾犻狀犲犪狉狊犾犲狀犱犲狉狆犲狀狋犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

图１５　细长条状四面体单元细分实例

犉犻犵．１５　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳犪狊犾犲狀犱犲狉狋犲狋狉犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

算例给出ＢＴＳＭ和ＣＳＭ在不同源点下积分点

数量以及相对误差的对比．如图１６所示，同一源点

位置ＢＴＳＭ的相对误差远低于ＣＳＭ，具有较高的

计算效率和精度．

图１６　四面体单元奇异域积分的积分计算结果

犉犻犵．１６　犖狌犿犲狉犻犮犪犾犲狏犪犾狌犪狋犻狅狀狅犳狊犻狀犵狌犾犪狉犱狅犿犪犻狀犻狀狋犲犵狉犪犾狊

犳狅狉犾犻狀犲犪狉狊犾犲狀犱犲狉狋犲狋狉犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

５．２．３　细长条状二次三棱柱单元

图１７为在源点（０，０，０．５）处细长条状二次三棱

柱单元细分的结果．用于积分计算的四个源点坐标

分别为犕９（－０．５，０．３，０．４）、犕１０（０，０．５，０．２５）、

犕１１（０，０，０．５）、犕１２（０．５，０．３，０．３）．ＢＴＳＭ的积分

点数量分别为３２６７、２５２３、２６０６、３１６９；ＣＳＭ的积

分点数量分别为３９９３、３０００、２７６２、３９９３．

由图１７可看出ＢＴＳＭ细分后得到的积分子单

元形状、尺寸良好．
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图１７　细长条状二次三棱柱单元的细分实例

犉犻犵．１７　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳狇狌犪犱狉犪狋犻犮犾犻狀犲犪狉狊犾犲狀犱犲狉狆犲狀狋犪犺犲

犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

算例给出了细长条状二次三棱柱单元的

ＢＴＳＭ和ＣＳＭ在不同源点下积分点数量以及相对

误差的数值结果．如图１８所示，从ＢＴＳＭ与ＣＳＭ

的数值结果对比中可以看出，在同一源点位置

ＢＴＳＭ 比 ＣＳＭ 计算所需积分点数量更少，但

ＢＴＳＭ的计算精度明显更高．

图１８　二次三棱柱单元奇异域积分的积分计算结果

犉犻犵．１８　犖狌犿犲狉犻犮犪犾犲狏犪犾狌犪狋犻狅狀狅犳狊犻狀犵狌犾犪狉犱狅犿犪犻狀犻狀狋犲犵狉犪犾狊

犳狅狉狇狌犪犱狉犪狋犻犮犾犻狀犲犪狉狊犾犲狀犱犲狉狆犲狀狋犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

５．２．４　细长条状二次四面体单元

图１９为在源点（０．０５，０．０５，０．０５）处细长条状

二次四面体单元细分的实例．用于积分计算的四个

源点坐标分别为犕１３（０．０５，０．０５，０．０５）、犕１４（０．１，

０．１，０．１）、犕１５（０．２５，０．２５，０．２５）、犕１６（０，０．１，

０．１）．ＢＴＳＭ 的积分点数量分别为３６００、３３２７、

２７００、１６１２；ＣＳＭ 的积分点数量分别为４００６、

４０２６、２９０６、２１７８．由图１９可以看出，ＢＴＳＭ细分

后得到的积分子单元形状、尺寸良好．

图１９　细长条状二次四面体单元的细分实例

犉犻犵．１９　犛狌犫犱犻狏犻狊犻狅狀狅犳狇狌犪犱狉犪狋犻犮狊犾犲狀犱犲狉狋犲狋狉犪犺犲犱狉犪犾犲犾犲犿犲狀狋

图２０为ＢＴＳＭ的数值结果与ＣＳＭ的数值结

果对比，分别列出各自在不同源点处所需积分点数

目以及计算精度的差异．由图２０可看出，在相同的

源点位置ＢＴＳＭ比ＣＳＭ计算所需积分点数量更

少，而ＢＴＳＭ的计算精度比ＣＳＭ的计算精度高出

２～３个数量级，计算精度明显更高．

图２０　二次四面体单元奇异域积分的数值计算结果
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６　结论
针对边界元法在计算薄型结构力学问题、裂纹

扩展等物理问题时存在大量的奇异域积分的难题，

提出了一种基于特征分区的奇异域积分单元细分

法，该方法具有以下优点：

１）本文方法基于二叉树数据结构对任意源点

位置、任意单元形状的奇异域积分都能划分成高质

量的积分子单元．

２）与传统的ＢＴＳＭ 相比，基于特征分区的

ＢＴＳＭ通过球面与体单元相交构建包围盒，利用包

围盒对体单元进行特征分区，构建腔面投影区域和

单元细分区域，依照细分准则对体单元递归细分，采

用腔面重建算法和投影算法填充细分子域，重构源

点附近的积分子单元，算法设计较为简单，易于实

现，具有良好的鲁棒性．

３）与ＣＳＭ相比，利用本文方法对体单元细分，

细分子块在源点附近呈现近密远疏的分布状态，保

证了积分效率，此外基于特征分区的ＢＴＳＭ具有较

好收敛性，与ＣＳＭ相比采用较少的积分点可得到

更高的积分精度．

因此，本文提出的基于特征分区的ＢＴＳＭ在研

究薄型结构力学问题、裂纹问题、Ｖ形切口等奇异性

问题中具有良好的应用前景，为计算机某些工程应

用软件的开发提供了理论依据．
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