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摘要：引入了小犖投射模和小犚投射模的概念，研究了它们的基本性质．证明了环犚是半本原环当且仅当每个右

犚模是小犚投射模．
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　　在本文中，犚都是有单位元的结合环，所有的模

都是右犚模．设犕 和犖 是右犚模．称犕 是犖投

射模，如果每个犕 到犖 的商模的右犚模同态可以

提升到犕 到犖 的右犚模同态．称犕 是犚投射模，

如果犕 是犚犚投射的．称犕 是投射模，如果犕 对

任意右犚模犖 是犖投射的．受到文献［１５］的启

发，本文很自然的引入小犖投射模和小犚投射模

的概念．设犕 和犖 是右犚模．称犕 是小犖投射

模，如果对于每个满同态犳：犖→犖／犖１（犖１ 是犖

的任意小子模）和每个同态犵：犕→犖／犖１，存在同

态犺：犕→犖 使得犳犺＝犵．称模犕 是小犚投射模，如

果犕 是小犚犚投射的．本文研究了小犖投射模和

小犚投射模的基本性质，探讨了它们与已知模类的

关系．证明了环犚是半本原环当且仅当每个犚模是

小犚投射模．本文也引入了小犚投射盖的概念．称

满同态犳：犘→犕 或犘是犕 的小犚投射盖，如果犘

是小犚投射模且犳是小的满同态．证明了犚 是半

完备环当且仅当犚／犑（犚）是半单的且每个单犚模
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有小犚投射盖；犚是右完备环当且仅犚／犑（犚）是半

单的且每个半单犚模有小犚投射盖．

本文用 Ｍｏｄ犚 表示右犚模范畴；用犈（犕），

ｒａｄ（犕）和τ（犕）分别表示右犚模犕 的内射包，根，

和预根；用犐，犑（犚）和τ（犚）分别表示环犚的理想，

根和预根．称犖 的子模犖１ 是犖 的小子模（记为

犖１犖），如果对犖 的任意真子模犔，有犖１＋犔≠

犖．称犕 是ｒａｄ犖投射模
［３］，如果对于每个满同态

犳：犖→犓（犓 是犖／ｒａｄ（犕）的商模）和每个同态犵：

犕→犓，存在同态犺：犕→犖 使得犳犺＝犵．称犕 是

ｒａｄ投射模
［３］，如果犕 是ｒａｄ犚犚投射的．称τ是

Ｍｏｄ犚的预根
［５］，如果对任意的犕∈Ｍｏｄ犚 满足

τ（犕）是犕 的子模且对每个右犚模同态犳：犕犚→

犖犚 有犳（τ（犕））τ（犖）．称犚是半本原环
［６］，如果

犑（犚）＝０．称犚是局部环
［６］，如果犚 有唯一的极大

理想．称犚是半完备环
［６］，如果犚

－

∶＝犚／犑（犚）是半

单环且犚／犑（犚）的幂等元可提升为犚的幂等元．称

犚是右完备环
［６］，如果犚／犑（犚）是半单的且犑（犚）

是犜幂零的．称犕 是ｈｏｌｌｏｗ模
［７］，如果犕 的任意

真子模是小子模．称犕 是半平坦模
［７］，如果犕 有唯

一的小子模．

定义１　设犕 和犖 是右犚模．称犕 是小犖投
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射模，如果对于每个满同态犳：犖→犖／犖１（犖１是犖

的任意小子模）和每个同态犵：犕→犖／犖１，存在同

态犺：犕→犖 使得犳犺＝犵．称犕 是小犚投射模，如果

犕 是小犚犚投射的．

例１　１）设犚是半本原环．则每个右犚模犕

是小犚投射模．

证明　由犚是半本原环知犑（犚）＝０．对满同态

犳：犚→犚／０和同态犵：犕→犚／０，考虑交换图，如图１

所示．

图１　交换图

犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

因为犚／０犚 是投射模，所以犳可裂，即存在

同态犺：犚／０→犚 使得犳犺＝１犚／０．因此存在同态犺犵：

犕→犚，使得犳（犺犵）＝（犳犺）犵＝１犚／０犵＝犵．

２）犣模犣／狀犣（狀≠０，１）是小犣投射模但不是

犣投射模．

证明　由犑（犣）＝０，知每个右犣模犕 是小犣

投射模，因此犣／狀犣（狀≠０，１）是小犣投射模．下证

犣／狀犣（狀≠０，１）不是犣投射模．因为狀犣不是犣的直

和项，所以短正合列０→狀犣→犣→犣／狀犣→０不可裂．

故犣／狀犣（狀≠０，１）不是犣投射模．

命题１　设犚是环，犖 是右犚模．则以下几条

成立：

１）若犖 是ｈｏｌｌｏｗ模，则小犖投射模是犖投

射模；

２）若ｒａｄ（犖）犖 且犖／ｒａｄ（犖）是小犖投射

模，则犖 是半平坦模；

３）若犖 是半平坦模，则每个犚模犕 是小犖

投射模；

４）犚模犻∈犐犕犻 是小犖投射模当且仅当犕犻

（犻∈犐）是小犖投射模．

证明　１）根据ｈｏｌｌｏｗ模的定义即知．

２）由ｒａｄ（犖）犖 且犖／ｒａｄ（犖）是小犖投射

模，知存在同态犺：犖／ｒａｄ（犖）→犖，使图２可换．

进而可知ｒａｄ（犖）是犖的直和项，因此ｒａｄ（犖）＝

０，即犖 是半平坦模．

３）因为犖 是半平坦模，所以ｒａｄ（犖）＝０．再由

文献［６］中命题１６．７知要证犕是小犖投射模，即

图２　交换图

犉犻犵．２　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

证每个同态犺：犕→犖／０可通过自然满同态π：犖→

犖／０分解．下证每个同态犺：犕→犖／０可通过自然

满同态π：犖→犖／０分解．因为自然满同态π：犖→

犖／０是同构，所以存在同态犵：犖／０→犖 使得π犵＝

１犖／０．故存在同态犵犺：犕 →犖 使得 π（犵犺）＝

（π犵）犺＝１犖／０犺＝犺，即证．

４）“”设右犚模犕＝犻∈犐犕犻 是小犖投射

模．对满同态β：犖→犖／犖１（犖１ 是犖 的任意小子

模）和同态φ：犕犻→犖／犖１（犻∈犐），考虑交换图，如

图３所示．

图３　交换图

犉犻犵．３　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

其中μ犻和π犻是自然嵌入和自然投影．因为犕

是小犖投射模．所以存在ω：犕→犖 使得φπ犻＝βω．

因此存在λ∶＝ωμ犻，使得βλ＝βωμ犻＝φπ犻μ犻＝

φ１犕犻＝φ．

“”设犕犻（犻∈犐）是小犖投射模．对满同态

β：犖→犖／犖１（犖１ 是 犖 的任意小子模）和同态

φ：犕→犖／犖１，考虑交换图，如图４所示．

图４　交换图

犉犻犵．４　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿
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　　因为犕犻是小犖投射模，所以存在λ犻：犕犻→犖

使得φμ犻＝βλ犻．根据直和的泛性质，存在唯一的

θ：犕→犖 使得θμ犻＝λ犻．再由βθμ犻＝βλ犻＝φμ犻 和θ

的唯一性可知βθ＝φ．

命题２　设犚是环，犕 和犖 是右犚模．则以下

两条等价：

１）犕 是小犖投射模；

２）对犖 的任意小子模犖１，由满态犳：犖→

犖／犖１ 所诱导的同态 犳：Ｈｏｍ犚 （犕，犖）→

Ｈｏｍ犚（犕，犖／犖１）是满态．

证明　１）２）设犕 是小犖投射模，犖１是犖

的任意小子模，犳：犖 →犖／犖１ 是满同态，犵∈

Ｈｏｍ犚（犕，犖／犖１）．因为犕 是小犖投射模，所以存

在同态犺：犕→犖，使得犳犺＝犳犺＝犵，故犳是满

态．

２）１）显然．

命题３　局部环犚上的右犚模犕 是小犚投射

模当且仅当犕 是犚投射模．

证明　“”因为犚是局部环，所以它有唯一极

大理想犑（犚）且犑（犚）是犚 的小理想．由犚 是有限

生成的，知犚 的每个真理想都包含在极大理想

犑（犚）中，从而犚的每个真理想都是小理想．因此小

犚投射模犕 也是犚投射模．

“”显然．

推论１　局部环犚 上的有限生成的小犚投射

模犕 是投射模．

证明　由命题３和文献［８］中的定理２．１可知．

命题４　设犖 是右犚模．若ｒａｄ（犖）犖 且

犖／ｒａｄ（犖）是半单的，则每个小 犖投射模 犕 是

ｒａｄ犖投射模．

证明　由ｒａｄ（犖）犖 且犕 是小犖投射的知

每个同态犳：犕→犖／ｒａｄ（犖）可提升到同态犵：犕→

犖．又因为犖／ｒａｄ（犖）是半单的，由文献［５］中的命

题３．１４可知，犕 是ｒａｄ犖投射模．

推论２　设犚 是半完备环．若右犚模犕 满足

ｒａｄ（犕）犕 且犕 是小犚投射模，则犕 是投射模．

证明　由犚 是半完备环，知犚／犑（犚）是半单

的．又因为犑（犚）犚且犕 是小犚投射模，所以犕

是ｒａｄ投射模．再由ｒａｄ（犕）犕 和文献［５］中的定

理４．７知犕 是投射模．

注１　小犚投射模的子模不一定是小犚投射

模．当环犚＝犣／狆
２
犣时（其中狆为素数），犚是小犚

投射模但它的非零理想狆犣／狆
２
犣犚／狆犣／狆

２
犣不是

小犚投射模．因为狆犣／狆
２
犣犚 不是犚 的直和项，

所以不存在犺：犚／狆犣／狆
２
犣→犚，使图５可换．

图５　交换图

犉犻犵．５　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

　　定理１　设犚 是环，犕 是右犚模．则以下几条

等价：

１）每个小犈（犕）投射模的子模是小犈（犕）投

射模；

２）每个投射模的子模是小犈（犕）投射模；

３）犚的每个右理想是小犈（犕）投射模；

４）犈（犕）／犈１（犕）（犈１（犕）是犈（犕）的任意小

子模）是内射模．

证明　１）２）３）显然．

３）４）设犐是犚的右理想．考虑交换图，如图６

所示．

图６　交换图

犉犻犵．６　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

其中犻：犐→犚为嵌入映射．因为犐是小犈（犕）

投射模，所以存在同态θ：犐→犈（犕）使得ηθ＝犳．由

犈（犕）是内射模，知存在同态λ：犚→犈（犕）使得

λ 犐＝θ．又因为ηλ 犐＝ηθ＝犳，所以同态ηλ：犚→

犈（犕）／犈１（犕）是犳的扩张，故犈（犕）／犈１（犕）是内

射模．

４）１）设犅 是小犈（犕）投射模且犃 是犅 的

子模．考虑交换图，如图７所示．

图７　交换图

犉犻犵．７　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

　　因为犈（犕）／犈１（犕）是内射模，所以犳可以扩

张到同态θ：犅→犈（犕）／犈１（犕）．又因为犅 是小

犈（犕）投射模，所以存在λ：犅→犈（犕）使得ηλ＝θ．

因此存在同态犵＝λ犻：犃→犈（犕），使得对任意狓∈
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犃有η犵（狓）＝ηλ犻狓（）＝ηλ狓（）＝θ狓（）＝犳狓（），故

犃是小犈（犕）投射模．

推论３　设犕 是内射犚模．则以下几条等价：

１）每个小犕投射模的子模是小犕投射模；

２）每个投射模的子模是小犕投射模；

３）犚的每个右理想是小犕投射模；

４）犕／犕１（犕１是犕 的任意小子模）是内射模．

命题５　若犚模犕 满足Ｅｘｔ
１
犚（犕，犐）＝０（犐是

犚的任意小右理想），则犕 是小犚投射模．当犚 是

自内射环时，反之成立．

证明　用Ｈｏｍ犚（犕，－）作用在短正合列０→

犐→犚→犚／犐→０（犐是犚 的任意小右理想）上，可得

以下长正合列０→Ｈｏｍ犚（犕，犐）→Ｈｏｍ犚（犕，犚）→

Ｈｏｍ犚（犕，犚／犐）→Ｅｘｔ
１
犚（犕，犐）→Ｅｘｔ

１
犚（犕，犚）→…．

因为Ｅｘｔ
１
犚（犕，犐）＝０，所以犕 是小犚投射模．反之

因为犚是自内射环
［９］，所以Ｅｘｔ１犚（犕，犚）＝０．再由

犕 是小犚投射模，可知同态 Ｈｏｍ犚 （犕，犚）→

Ｈｏｍ犚（犕，犚／犐）是满态．因此Ｅｘｔ
１
犚（犕，犐）＝０．

定理２　设犚是环．则以下几条等价：

１）犚是半本原环；

２）每个右犚模是小犚投射模；

３）每个有限生成的右犚模是小犚投射模；

４）每个右犚模犚／犐（犐是犚的任意小右理想）

是小犚投射模；

５）右犚模犚／犑（犚）是小犚投射模．

证明　１）２）由例１可知．

２）３）４）５）显然．

５）１）因为犚／犑（犚）是小犚投射模，所以存在

犵：犚／犑（犚）→犚使图８可换．

图８　交换图８

犉犻犵．８　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿８

进而可知犑（犚）是犚 的直和项，故犑（犚）＝０．

因此犚是半本原环．

推论４　若犚是有限余生成的且犚／犑（犚）是小

犚投射模，则犚是半单环．

证明　因为犚／犑（犚）是小犚投射模，所以

犑（犚）＝０．再由犚是有限余生成的和文献［１０］中的

２１．１４可知，犚是半单环．

命题６　设犚是环，τ是预根且τ（犚）＝０．如果

犕 是小犚投射模，那么犕／τ（犕）是小犚投射模．

证明 　 设 犕 是小犚投射模．对同态 犳：

犕／τ（犕）→犚／犐（犐是犚的任意小右理想）和满同态

η：犚→犚／犐，考虑交换，如图９所示．

图９　交换图

犉犻犵．９　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

其中π：犕→犕／τ（犕）是自然满同态．由犕 是

小犚投射模知存在同态犵：犕→犚使得犳π＝η犵．因

为犵τ犕（ ）（ ）τ（犚）＝０，所以τ（犕）Ｋｅｒ（犵），故

存在态射犺：犕／τ（犕）→犚，使得犺π＝犵．又因为

η犺π＝η犵＝犳π 且π 是满同态，所以η犺＝犳．因此

犕／τ（犕）是小犚投射模．

定义２　设犚是环，犕 是右犚模．称满同态犳：

犘→犕 或犘是犕 的小犚投射盖，如果犘是小犚投

射模且犳是小的满同态（即Ｋｅｒ犳犘）．

注２　众所周知，犚 是半完备环当且仅当每个

有限生成的犚模有投射盖，犚是右完备环当且仅当

每个犚模有投射盖．但每个有限生成的犚模有小

犚投射盖，犚 不一定是半完备环；每个犚模有小

犚投射盖，犚 不一定是右完备环．例如每个有限生

成的阿贝尔群有小犣投射盖，但犣不是半完备环；

每个阿贝尔群有小犣投射盖，但犣不是右完备环．

定理３　设犚是环．则以下几条等价：

１）犚是半完备环；

２）犚／犑（犚）是半单的且每个有限生成的犚模

有小犚投射盖；

３）犚／犑（犚）是半单的且每个单犚模有小犚投

射盖．

证明　１）２）３）显然．

３）１）因为犚／犑（犚）是半单的且每个单犚模

有小犚投射盖，所以每个单犚模有ｒａｄ投射盖．再

由文献［３］中定理１８可知犚是半完备环．

定理４　设犚是环．则以下几条等价：

１）犚是右完备环；

２）犚／犑（犚）是半单的且每个犚模有小犚投射盖；

３）犚／犑（犚）是半单的且每个半单犚模有小犚

投射盖．

证明　１）２）３）显然．

３）１）由定理３知犚 是半完备的．设犕 是半

·４５１·　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兰 州 理 工 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　 　第４７卷



单犚模，犳：犘→犕 是犕 的小犚投射盖．由文献

［１１］中的推论９．１．５可知，ｒａｄ（犘）＝犳
－１（０）＝

Ｋｅｒ犳犘．再由推论２知犘是投射的，即证．

定理５　设犵：犘→犕／ｒａｄ（犕）→０是犕／ｒａｄ（犕）

的投射盖．若犕 是小犘投射模，则犕＝犖犓，其中

犖是投射模，犓 是ｒａｄ（犕）的子模，犖∩ｒａｄ（犕）犖．

特别地，若ｒａｄ（犕）犕，则犕 是投射模．

证明　对满同态犵：犘→犕／ｒａｄ（犕）和自然满

同态η：犕→犕／ｒａｄ（犕），考虑交换图，如图１０所示．

图１０　交换图

犉犻犵．１０　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

因为犕／ｒａｄ（犕）犘／Ｋｅｒ（犵）且犕 是小犘投

射模，所以存在λ：犕→犘 使得犵λ＝η．由犘＝

Ｋｅｒ（犵）＋Ｉｍ（λ）且Ｋｅｒ（犵）犘，知犘＝Ｉｍ（λ）．又

因为犘 是投射模，所以λ可裂且犕＝犖Ｋｅｒ（λ）

（其中犖是犕的子模且犖犘是投射模），因此犓∶＝

Ｋｅｒ（λ）Ｋｅｒ（η）＝ｒａｄ（犕）．定义犺∶＝η 犖：犖→

犕／ｒａｄ（犕）和λ１∶＝λ 犖：犖→犘，则易知λ１是同构，

犖∩ｒａｄ（犕）＝Ｋｅｒ（犺）＝Ｋｅｒ（犵λ１）＝λ
－１
１ Ｋｅｒ（犵）犖．

若ｒａｄ（犕）犕，则犕＝犖 是投射模．
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