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对偶τ犚犻犮犽犪狉狋模
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摘要：设τ＝（犜，犉）表示遗传挠理论，引入了对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的概念．称犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，如果对任意ψ∈

Ｅｎｄ（犕），π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝Ｉｍψ＋τ（犕）是犕 的直和因子．研究了对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的性质，给出了对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的

等价刻画．进而，证明了犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模并且
犕

τ（犕）
具有Ｃ２条件当且仅当犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模并且

犕

τ（犕）
具有

Ｄ２条件．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｌｅｔτ＝（犜，犉）ｂｅａｈｅｒｅｄｉｔａｒｙｔｏｒｓｉｏｎｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔｍｏｄｕｌｅｉｓｉｎｔｒｏ

ｄｕｃｅｄ．Ａｍｏｄｕｌｅ犕ｉｓｃａｌｌｅｄｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔｉｆπ
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝Ｉｍψ＋τ（犕）ｉｓａｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｏｆ犕ｆｏｒｅｖ

ｅｒｙψ!Ｅｎｄ（犕）．ＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔｍｏｄｕｌｅａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ，ｓｏｍｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｔｏｂｅ

ｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔａｒｅｇｉｖｅｎ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔ犕ｉｓτＲｉｃｋａｒｔａｎｄ犕／（τ（犕））ｈａｓＣ２ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｆａｎｄ

ｏｎｌｙｉｆ犕ｉｓｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔａｎｄ犕／（τ（犕））ｈａｓＤ２ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｄｕａｌτＲｉｃｋａｒｔｍｏｄｕｌｅ；τＲｉｃｋａｒｔｍｏｄｕｌｅ；ｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄ

　　Ｒｉｃｋａｒｔ环是Ｂａｅｒ环的一个重要的推广，其相

关理论已经成为环论中的经典内容［１］
．Ｒｉｚｖｉ和Ｒｏ

ｍａｎ
［２］将Ｂａｅｒ性质从环推广到模，得到了Ｂａｅｒ模

与ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ模之间的紧密联系，同时还证明了Ｂａ

ｅｒ模的自同态环是Ｂａｅｒ环．随后，Ｒｉｚｖｉ和 Ｒｏ

ｍａｎ
［３］刻画了半准素遗传环，使得这类环上的投射

模是 Ｂａｅｒ模．作为 Ｂａｅｒ模的推广，Ｌｅｅ等
［４］和

Ａｇａｙｅｖ等
［５］引入了模的 Ｒｉｃｋａｒｔ性质，证明了

Ｒｉｃｋａｒｔ模的自同态环是Ｒｉｃｋａｒｔ环，以及犚是半遗

传环当且仅当任意犚模是Ｒｉｃｋａｒｔ模．２０１１年，Ｌｅｅ

等［６］提出了对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模的概念，并利用模的对

偶Ｒｉｃｋａｒｔ性质刻画了半单环、ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则

环和右遗传环．２０１１及２０１５年，Ａｓｇａｒｉ等
［７８］利用
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第二奇异子模的研究方法引入了狋本质子模，并借

助狋本质子模相继提出并研究了狋ｅｘｔｅｎｄｉｎｇ模，狋

Ｒｉｃｋａｒｔ模和对偶狋Ｒｉｃｋａｒｔ模．此后，许多作者
［９１２］

对Ｒｉｃｋａｒｔ模及其相关问题进行了更加广泛的研

究，得到了一些有意义的结论．２０２０年，李煜彦

等［１３１４］从遗传挠理论的角度引入了τＲｉｃｋａｒｔ模，它

是狋Ｒｉｃｋａｒｔ模的推广，文中举例说明了τＲｉｃｋａｒｔ

模和Ｒｉｃｋａｒｔ模没有相互蕴含关系．本文引入了对

偶τＲｉｃｋａｒｔ模的概念，研究了对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的

性质，给出了对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的等价刻画，证明了

犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模并且
犕

τ（犕）
具有Ｃ２条件当且仅当

犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模并且
犕

τ（犕）
具有Ｄ２ 条件．本

文中的环都是有单位元的结合环，模指酉右犚模，

挠理论均指遗传挠理论．用τ（犕）表示犕 的所有τ

挠子模的和．其他与挠理论有关的相关概念参见文

献［９］．设ψ∈Ｅｎｄ（犕），令τ犕（ψ）＝｛犿∈犕｜ψ（犿）∈

第４８卷 第３期

２０２２年６月

兰　州　理　工　大　学　学　报

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＬａｎｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

Ｖｏｌ．４８ Ｎｏ．３

Ｊｕｎ．２０２２



τ（犕）｝，ψ
－
：犕→

犕

τ（犕）
（ψ
－
（犿）＝ψ（犿）＋τ（犕），犿∈

犕），以及πτ：犕→
犕

τ（犕）
（πτ（犿）＝犿＋τ（犕），

犿∈犕），显然ψ
－
，πτ∈Ｈｏｍ 犕，

犕

τ（犕）（ ）．

１　预备知识

定义１
［１４］
　称犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模，如果对任意

ψ∈Ｅｎｄ（犕），τ犕（ψ）是犕 的直和因子．

定义２
［６］
　称犕 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模，如果对任

意ψ∈Ｅｎｄ（犕），Ｉｍψ＝ψ（犕）是犕 的直和因子．

定义３　称犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，如果对任

意ψ∈Ｅｎｄ（犕），π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝Ｉｍψ＋τ（犕）是犕 的

直和因子．称犚是对偶τＲｉｃｋａｒｔ环，如果犚犚 是对

偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

引理１
［１３］
　τＲｉｃｋａｒｔ模的直和因子是τＲｉｃｋ

ａｒｔ模．

引理２
［１３１４］

　设犕 是模，则下列条件等价：

１）犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模；

２）犕＝τ（犕）犕′，其中 犕′是（τ挠自由）

Ｒｉｃｋａｒｔ模；

３）对任意犳∈Ｅｎｄ（犕），犳
－１（τ（犕））是犕 的直

和因子；

４）对任意犳∈Ｅｎｄ（犕），短正合序列０→

τ犕（犳）→犕→
犕

τ犕（犳）
→０是可裂的．

引理３
［４］
　设犕 是模，犛＝Ｅｎｄ（犕）．则下列条

件等价：

１）犕 是具有Ｃ２条件的Ｒｉｃｋａｒｔ模；

２）犛是ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环；

３）对任意φ∈犛，Ｋｅｒφ和Ｉｍφ是犕 的直和因

子．

２　主要结论
命题１　设犕 是模，则以下结论成立：

１）若犕 是τ挠自由模，则犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ

模当且仅当犕 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模；

２）若犕 是非奇异模，则犕 是对偶狋Ｒｉｃｋａｒｔ模

当且仅当犕 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模；

３）若犕 是τ挠自由且非奇异模，则犕 是对偶

τＲｉｃｋａｒｔ模当且仅当犕 是对偶狋Ｒｉｃｋａｒｔ模当且仅

当犕 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模．

证明　显然．

由文献［１３１５］知，直和因子包含τ（犕）的τ

Ｒｉｃｋａｒｔ模和τＢａｅｒ模分别具有ＳＩＰ性质和强ＳＩＰ

性质．对偶地，直和因子包含τ（犕）的对偶τＲｉｃｋａｒｔ

模，下面结论成立．

命题２　设犕 是模，犖１，犖２ 是犕 的且包含

τ（犕）直和因子．若犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，则犖１＋

犖２是犕 的直和因子．

证明　 设犖１，犖２ 是犕 的直和因子，则存在

犲
２
犻＝犲犻∈Ｅｎｄ（犕），使得犖犻＝犲犕犻（犻＝１，２）．易知

犖１＋犖２＝犲１犕（１－犲１）犲２犕．由于τ（犕）犲犻犕，

以及犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，故（１－犲１）犲２犕 是τ挠

自由的，且（１－犲１）犲２犕τ（犕）是犕 的直和因子．

于是存在犳
２
＝犳∈Ｅｎｄ（犕），使得（１－犲１）犲２犕＝

犳犕．显然犲１犳＝０，因此

　犖１＋犖２＝犲１犕（１－犲１）犲２犕＝犲１犕犳犕＝

（犲１＋犳－犲１犳）犕

从而犖１＋犖２是犕 的直和因子．

下面结论说明对偶τＲｉｃｋａｒｔ模保持直和因子．

定理１　设犕 是模，犔是犕 的直和因子．若犕

是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，则犔是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

证明　设犕＝犔犔′，ψ∈Ｅｎｄ（犔）．令＝ψ

１犔′，其中１犔′是犔′上的恒等自同态，则∈Ｅｎｄ（犕）．

因为τ（犕）＝τ（犔）τ（犔′），所以Ｉｍ＋τ（犕）＝

（Ｉｍ＋犔′）＋（τ（犔）τ（犔′））＝（Ｉｍ＋τ（犔））

犔′．由于犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，故存在犖≤犕，使

得犕＝（Ｉｍ＋τ（犔））犔′犖．于是犔＝（Ｉｍ＋

τ（犔））［（犔′犖）∩犔）］，即Ｉｍ＋τ（犔）是犔的

直和因子．从而犔是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

由定理１，易得如下两个推论．

推论１　犚 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ环当且仅当每个

循环投射犚模是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

证明　充分性）显然．

必要性）设犚 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ环，犕 是循环

投射犚模．则存在犚的理想犑，使得犑是犚的直和

因子，且犕犑．由定理１知，犑 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ

模，因此犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

推论２　设犚是环，考虑以下条件：

１）每个自由犚模是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模；

２）每个投射犚模是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模；

３）每个平坦犚模是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

则３）２）１）．当任意犚模是有限表示模时，

２）３）．

　　证明　因为自由模都是投射的，且投射模都是

平坦的，所以３）２）１）成立．

１）２）设犕 是投射模，则存在自由模犉，使得

犕 是犉 的直和因子．由１）知，犉 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ
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模，故由定理１知，犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

２）３）因为有限表示平坦模是投射的，故结论

成立．

下面给出对偶τＲｉｃｋａｒｔ模的等价刻画．

定理２　设犕 是模，则下列条件等价：

１）犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模；

２）存在犠≤犕，使得犕＝τ（犕）犠，其中犠

是（τ挠自由）对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模；

３）对 于 每 个 Ｅｎｄ（犕）的 有 限 子 集 Λ，

∑
ψ∈Λ

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）是犕 的直和因子；

４）对于每个Ｅｎｄ（犕）的有限生成右理想犐，

∑
ψ∈犐

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）是犕 的直和因子；

５）对任意ψ∈Ｅｎｄ（犕），短正合序列

→０ π
－１
τ （Ｉｍψ

－
） →
ι
犕 →

π 犕

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）
→ ０

是可裂的，其中ι和π分别是包含同态和自然满同

态．

证明　１）２）设犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，０是

犕 上的零同态．则τ（犕）＝Ｉｍ０＋τ（犕）是犕 的直

和因子．于是存在犠≤犕，使得犕＝τ（犕）犠，易

知犠 是τ挠自由的，由命题１和定理１知，犠 是对

偶Ｒｉｃｋａｒｔ模．

２）１）设ψ∈Ｅｎｄ（犕），ι：犠→犕 是包含同态，

π：犕→犠 是标准投射．则

Ｉｍψ＋τ（犕）＝Ｉｍ（πψι）＋τ（犕）

因为犠 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模，所以Ｉｍ（πψι）是犠 的直

和因子．因此Ｉｍψ＋τ（犕）是犕 的直和因子，从而

犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

１）３）由命题２得证．

３）４）设犐是Ｅｎｄ（犕）的有限生成右理想，则

存在ψ犻∈Ｅｎｄ（犕）（犻＝１，２，…，狀），使得

犐＝∑
狀

犻＝１
ψ犻Ｅｎｄ（犕）

于是

∑
ψ∈犐

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝∑

狀

犻＝１

π
－１
τ （Ｉｍψ犻）

由３）知，∑
ψ∈犐

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）是犕 的直和因子．

４）１）设∈Ｅｎｄ（犕），犐＝Ｅｎｄ（犕）．则

∑
ψ∈犐

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝π

－１
τ （Ｉｍ

－
）

由４）知，π
－１
τ （Ｉｍ

－

）是犕 的直和因子．因此犕 是对

偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

１）５）对任意ψ∈Ｅｎｄ（犕），短正合序列

→０ π
－１
τ （Ｉｍψ

－
） →
ι
犕 →

π 犕

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）
→ ０

可裂当且仅当对任意ψ∈Ｅｎｄ（犕），π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝

Ｉｍψ＋τ（犕）是犕 的直和因子当且仅当犕 是对偶

τＲｉｃｋａｒｔ模．

推论３　若环犚 是半单的，则任意犚模犕 都

是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，且其τ挠子模τ（犕）是投射的．

证明　设ψ∈Ｅｎｄ（犕）．因为犚是半单的，所以

τ（犕）是投射的，且短正合序列

→０ π
－１
τ （Ｉｍψ

－
） →
ι
犕 →

π 犕

π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）
→ ０

可裂．由定理２知，犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

命题３　设犕 是模．若
犕

τ（犕）
是投射的，则犕

是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模当且仅当Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是ｖｏｎ
Ｎｅｕｍａｎｎ正则环．

证明　必要性）设犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，ψ∈

Ｅｎｄ（犕）．则π
－１
τ （Ｉｍψ

－
）＝Ｉｍψ＋τ（犕）是犕 的直和

因子，故Ｉｍψ
－
是
犕

τ（犕）
的直和因子．因为

犕

τ（犕）
是投

射的，所以Ｉｍψ
－
是投射的．而

犕

Ｋｅｒψ
－Ｉｍψ

－
，于是

Ｋｅｒψ
－
是犕 的直和因子，因此犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模．由

引理２和定理２知，
犕

τ（犕）
是Ｒｉｃｋａｒｔ模和对偶Ｒｉｃｋ

ａｒｔ模．从而由引理３知，Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是ｖｏｎＮｅｕ
ｍａｎｎ正则环．

充分性）设Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则

环，则由引理３知，
犕

τ（犕）
是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模．由于

犕

τ（犕）
是投射的，故τ（犕）是犕 的直和因子．于是由

定理２知，犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

推论４　设犕 是投射模．则犕 是对偶τＲｉｃｋ

ａｒｔ模当且仅当犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模且Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是
ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环．

证明　必要性）设犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，则

由定理２知，τ（犕）是犕 的直和因子．于是由命题３

知，Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是 ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环，因此
犕

τ（犕）
是Ｒｉｃｋａｒｔ模．由文献［１３１４］知，犕 是τＲｉｃｋ
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ａｒｔ模．

充分性）设犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模，则τ（犕）是犕

的直和因子．又因为Ｅｎｄ
犕

τ（犕）（ ）是ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ
正则环，所以由命题３知，犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

称模犕 满足Ｃ２条件，如果对任意犔≤犕，若犔

与犕 的某个直和因子同构，则犔是犕 的直和因子．

称模犕 满足Ｄ２条件，如果对任意犔≤犕，若
犕

犔
与

犕 的某个直和因子同构，则犔是犕 的直和因子．

引理４
［４］
　犕 是Ｒｉｃｋａｒｔ模当且仅当犕 具有

Ｄ２条件并且对任意φ∈Ｅｎｄ（犕），Ｉｍφ同构于犕

的某个直和因子．

引理５
［６］
　犕 是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模当且仅当犕 具

有Ｃ２条件并且对任意φ∈Ｅｎｄ（犕），Ｉｍφ同构于犕

的某个直和因子．

由模的Ｃ２条件和Ｄ２条件可知，τＲｉｃｋａｒｔ模和

对偶τＲｉｃｋａｒｔ模之间有如下联系．

定理３　设犕 是模．则犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模并且

犕

τ（犕）
具有Ｃ２条件当且仅当犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模

并且
犕

τ（犕）
具有Ｄ２条件．

证明　必要性）设犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模，则由引

理２知，犕＝τ（犕）犕′，其中犕′是（τ挠自由）

Ｒｉｃｋａｒｔ模．由引理４知，犕′
犕

τ（犕）
具有Ｄ２ 条件．

设ψ∈Ｅｎｄ（犕′），则Ｋｅｒψ是犕′的直和因子．由于

犕′

Ｋｅｒψ
Ｉｍψ，故Ｉｍψ同构于犕′的某个直和因子．

又因为
犕

τ（犕）
具有Ｃ２条件，所以Ｉｍψ是犕′的直和

因子，因此犕′是对偶Ｒｉｃｋａｒｔ模．于是由定理２知，

犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模．

充分性）设犕 是对偶τＲｉｃｋａｒｔ模，则由定理２

知，犕＝τ（犕）犕′，其中犕′是（τ挠自由）对偶

Ｒｉｃｋａｒｔ模．由引理５知，
犕

τ（犕）
具有Ｃ２条件．与必要

性类似的证明过程可证，犕 是τＲｉｃｋａｒｔ模．
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