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三角矩阵环上犉犆投射模的刻画
吴德军，付家慧

（兰州理工大学 理学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘要：设犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）是形式三角矩阵环，其中犃，犅是环，犝是（犅，犃）双模．给出了有限余生成左犜模和有限余
表示左犜模在形式三角矩阵环上的等价刻画，进而给出了形式三角矩阵环犜上ＦＣ投射左犜模的刻画．作为应

用，讨论了左犜模的ＦＣ投射维数．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｌｅｔ犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）ｂｅａｆｏｒｍａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇ，ｗｈｅｒｅ犃ａｎｄ犅ａｒｅｒｉｎｇｓａｎｄ犝ｉｓａ（犅，
犃）ｂｉｍｏｄｕｌｅ．Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｌｅｆｔ犜ｍｏｄｕｌｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅｃｏｒｅｐｒｅｓｅｎｔａ

ｔｉｏｎｏｎｔｈｅｆｏｒｍａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇａｒｅｇｉｖｅｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ａｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆＦＣｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｌｅｆｔ

犜ｍｏｄｕｌｅｓｏｖｅｒｔｈｅｆｏｒｍａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇｉｓｇｉｖｅｎ．Ａｓａｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，ｔｈｅＦＣｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎｓｏｆｌｅｆｔ犜ｍｏｄｕｌｅｓａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ＦＣｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅ；ｃｏｎｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇ；ＦＣｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

　　本文中，所有环都是有单位元的结合环，所有

模都是酉模．设犜＝
犃 ０

犝 犅（ ）是形式三角矩阵环，
其中犃，犅是环且犝 是（犅，犃）双模．本文证明了

若犃 是左余诺特环，犝犃 是有限生成模，环犅 存在

有限余表示的内射余生成子犅犠，对于任意的犻≥１，

Ｔｏｒ
犃
犻 犝，犡（ ）＝０，则

犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模当且
仅当犡 是ＦＣ投射左犃模，Ｃｏｋｅｒ犳是ＦＣ投射左

犅模且犳：犝犃犡→犢是单同态．

本文用ＦＣｐｄ犚犕 表示左犚模犕 的ＦＣ投射

维数，ＦＣｐｄ犚犕≤狀表示对于任意的有限余表示左

犚模犙，任意的犻≥１，有 Ｅｘｔ
狀＋犻
犚 （犕，犙）＝０．

Ｈｏｍ犚（犡，犢）表示犚模犡 到犢的同态集．１９７０年，
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Ｅｍａｉｌ：３９６６６８６７＠ｑｑ．ｃｏｍ

Ｓｔｅｎｓｔｒｍ
［１］引入了ＦＰ内射模以及ＦＰ内射维数的

概念并对其性质进行了研究．２００３年，朱占敏等
［２］

引入了ＦＣＰ投射模、ＦＣＰ投射维数以及余凝聚环

的概念并对其性质进行了研究．证明了如果犚是右

余凝聚环，犚犕 是ＦＣＰ投射模，那么对于任意的正

整数狀，任意的有限余表示右犚模犙，有Ｅｘｔ狀犚（犕，

犙）＝０．２０１３年，Ｘｉｏｎｇ等
［３］刻画了三角矩阵Ａｒｔｉｎ

代数上的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模．２０１９年，Ｗａｎｇ等
［４］

引入了ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＦＣ投射模并将ＦＣＰ投射模重

新命名为ＦＣ投射模．还引入了两种新的环，分别是

ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＦＣ遗传环、ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＦＣ半单环并对

其性质进行了研究．２０２０年，Ｙａｎ等
［５］研究了形式

三角矩阵环上的ＦＰ内射模．证明了如果犚是左凝

聚环，犅犝 是有限生成投射左犚模．那么
犡

犢（ ）犳 是
ＦＰ内射左犜模当且仅当犡 是ＦＰ内射左犃模，

Ｋｅｒ犳
～

是ＦＰ内射左犃模，并且犳
～

是满同态．受以

上文献的启发，本文讨论形式三角矩阵环上的ＦＣ
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投射模及其维数．

定义１
［６］
　称左犚模犕为有限余生成模，如果

对于任意单态射φ：犕 →∏Λ
犝λ，存在一个有限子

集犈Λ，有犕 →
φ

∏Λ
犝λ

π
→
犈

∏犈
犝λ的正合列，

其中φ是单态射，π犈 是满态射．

定义２
［６］
　称左犚模犕 为有限余表示模，如果

左犚模犕 是有限余生成左犚模，并且对于任意的

正合列０→犕→犔→犖→０，若犔 是有限余生成模，

则犖 是有限余生成模．

引理１
［６］
　设０→犕１→犕２→犕３→０是左犚模

正合列．

１）如果犕１和犕３是有限余表示左犚模，那么

犕２是有限余表示左犚模．

２）左犚模的有限直和是有限余表示模当且仅

当任意的直和项是有限余表示左犚模．

定义３
［４］
　称左犚模犕 为ＦＣ投射模，如果对

于任意的有限余表示左犚模犙，有Ｅｘｔ１犚 犕，犙（ ）＝

０．

引理２
［７］
　环犚是左余诺特环当且仅当任意的

有限余生成左犚模是有限余表示模．

引理３
［８］
　设

犡

犢（ ）犳 是左犜模，则

１）
犡

犢（ ）犳 是内射模当且仅当犢是内射左犅模，
Ｋｅｒ犳

～

是内射左犃模且犳
～

：犡→Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）是满

同态．

２）
犡

犢（ ）犳 是投射模当且仅当犡 是投射左犃模，
Ｃｏｋｅｒ犳是投射左犅模且犳：犝犃犡→犢是单同态．

引理４
［９］
　设

犡

犢（ ）犳 和
犡′

犢′（ ）
犳′

是左犜模，狀≥１．

则

１）Ｅｘｔ狀犜
犡

犢（ ），
犡′

０（ ）（ ）Ｅｘｔ狀犃 犡，犡′（ ）．

２）Ｅｘｔ狀犜
０

犢（），
犡′

犢′（ ）（ ）Ｅｘｔ狀犅 犢，犢′（ ）．

３）如果对于任意的犻≥１有Ｔｏｒ
犃
犻 犝，犡（ ）＝０，

那么Ｅｘｔ
狀
犜

犡

犝犃犡
（ ），犡′犢′（ ）（ ）Ｅｘｔ狀犃 犡，犡′（ ）．

４）如果对于任意的犻≥１有Ｅｘｔ
犻
犅 犝，犢′（ ）＝０，

那么Ｅｘｔ
狀
犜

犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅 犝，犢′（ ）

犢′（ ）（ ）Ｅｘｔ狀犅 犢，犢′（ ）．

引理５　设
犡

犢（ ）犳 是左犜模，则

１）Ｅｘｔ１犜
犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犢（ ）

Ｈｏｍ犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）．

２）对于任意的犻≥０，如果犃犘 是投射左犃模，

那么Ｅｘｔ
犻＋１
犜

犘

０（），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ犻犅 犝犃犘，犢（ ）．

３）对于左犅模犢，任意的投射左犃模犘犿，任

意的犻≥１，犿≥０，如果Ｅｘｔ
犻
犅 犝犃犘犿，犢（ ）＝０，那么

对于任意的狀≥０有

Ｅｘｔ
狀＋１
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ狀犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

证明　１）定义映射θ：Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犢（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ），对于每个态射犳：犝犃犡→犢，令

θ（犳）为正合列０→
０

犢（）→
犡

犢（ ）犳→
犡

０（ ）→０的等价
类，则θ是同构．故

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犢（ ）

进而由伴随同构知：

Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犢（ ）Ｈｏｍ犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

２）犻＝０时，由１）可知．下证：犻≥１时成立．存在

正合列：

０→
０

犝犃犘
（ ）→ 犘

犝犃犘
（ ）→ 犘

０（）→０
用Ｈｏｍ犜 －，

０

犢（）（ ）作用上正合列，则有长正合列：

Ｅｘｔ
犻
犜

犘

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）→Ｅｘｔ犻犜 ０

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）→

Ｅｘｔ
犻＋１
犜

犘

０（），
０

犢（）（ ）→Ｅｘｔ犻＋１犜 犘

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）

因为 犘 为投射左 犃模，根据引理 ３ 知，

犘

犝犃犘
（ ）是投射左犜模，所以
Ｅｘｔ

犻
犜

犘

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）＝Ｅｘｔ犻＋１犜 犘

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）＝０

得到

　Ｅｘｔ
犻
犜

０

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ犻＋１犜 犘

０（），
０

犢（）（ ）
又由引理４可知：

　Ｅｘｔ
犻
犜

０

犝犃犘
（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ犻犅 犝犃犘，犢（ ）

进而得到

　Ｅｘｔ
犻＋１
犜

犘

０（），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ犻犅 犝犃犘，犢（ ）
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３）狀＝０时，由１）可知．下证：狀≥１时成立．对

犡 作投射分解有左犃模正合列：

…
犱
→
２

犘２
犱
→
１

犘１
犱
→
０

犘０ →
ε

→犡 ０

　　由２）和假设可知对于任意的狀≥１，犿≥０，有

Ｅｘｔ
狀＋１
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ狀犅 犝犃犘犿，犢（ ）＝０．下面

将犡 的投射分解打断，有正合列：

０→
Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０（ ）→ 犘犿０（ ）→ Ｃｏｋｅｒ犱犿０（ ）→０
用Ｈｏｍ犜 －，

０

犢（）（ ）作用上正合列，Ｈｏｍ犃 （－，
Ｈｏｍ犅（犝，犢））作用上正合列第一行，则有长正合

列：

…→Ｅｘｔ
１
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）→Ｅｘｔ１犜 Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０（ ），０犢（）（ ）→

Ｅｘｔ
２
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿

０（ ），０犢（）（ ）→Ｅｘｔ２犜 犘犿

０（ ），０犢（）（ ）→…
　　…→Ｈｏｍ犃 犘犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）→

　　Ｈｏｍ犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）→

　　Ｅｘｔ
１
犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）→

　　Ｅｘｔ
１
犃 犘犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）→…

因为犘犿 为投射左犃模，所以

Ｅｘｔ
１
犃 犘犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）＝０

由１）知：

Ｅｘｔ
１
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）Ｈｏｍ犃 犘犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

Ｅｘｔ
１
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０（ ），０犢（）（ ）
　　Ｈｏｍ犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

进而得到以下交换图１．

Ｅｘｔ
１
犜

犘犿

０
（ ），０犢（）（ ） → Ｅｘｔ

１
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０
（ ），０犢（）（ ） → Ｅｘｔ

２
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿

０
（ ），０犢（）（ ） → 　０

｜
↓

｜
↓

Ｈｏｍ犃 犘犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ） → Ｈｏｍ犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ） → Ｅｘｔ
１
犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ） → 　０

图１　交换图

犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

由引理５可知：

　　Ｅｘｔ
２
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿

０（ ），０犢（）（ ）
　　Ｅｘｔ

１
犃 Ｃｏｋｅｒ犱犿，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

进而有

Ｅｘｔ
２
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

所以狀＝１时成立．

当狀≥２时，有长正合列：

…→Ｅｘｔ
狀
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）→Ｅｘｔ狀犜 Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０（ ），０犢（）（ ）→
Ｅｘｔ

狀＋１
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿

０（ ），０犢（）（ ）→Ｅｘｔ狀＋１犜 犘犿

０（ ），０犢（）（ ）→…
　　由２）和假设可知：

Ｅｘｔ
狀
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ狀－１犅 犝犃犘犿，犢（ ）＝０

Ｅｘｔ
狀＋１
犜

犘犿

０（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ狀犅 犝犃犘犿，犢（ ）＝０

所以有

　　Ｅｘｔ
狀＋１
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿

０（ ），０犢（）（ ）
　　Ｅｘｔ

狀
犜

Ｃｏｋｅｒ犱犿＋１

０（ ），０犢（）（ ）

进而有

Ｅｘｔ
狀＋１
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ狀犜 Ｃｏｋｅｒ犱１

０（ ），０犢（）（ ）
由维数转移可知：

Ｅｘｔ
狀
犜

Ｃｏｋｅｒ犱１

０（ ），０犢（）（ ）Ｅｘｔ２犜 Ｃｏｋｅｒ犱狀－１

０（ ），０犢（）（ ）
因为狀＝１时已证得成立，所以有

　　Ｅｘｔ
２
犜

Ｃｏｋｅｒ犱狀－１

０（ ），０犢（）（ ）
　　Ｅｘｔ

１
犃 Ｃｏｋｅｒ犱狀－１，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

又由维数转移可知：

　　Ｅｘｔ
狀
犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

　　Ｅｘｔ
１
犃 Ｃｏｋｅｒ犱狀－１，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

进而得到了同构式：

　Ｅｘｔ
狀＋１
犜

犡

０（ ），
０

犢（）（ ）Ｅｘｔ狀犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犢（ ）（ ）

命题１　１）
犙

犘（）φ 是有限余生成左犜模当且仅
当犙是有限余生成左犃模，犘是有限余生成左犅

模．

２）若
犙

犘（）φ 是有限余表示左犜模，则犘是有限
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余表示左犅模．

证明　１）因为
犙

犘（）φ 为有限余生成左犜模，所
以由定义１知对任意的单同态：

犙

犘（）→∏Λ
犝

犞（）λ 存
在正合列：

０→
犙

犘（）→∏Λ

犝

犞（）λ→∏犈

犝

犞（）λ→０
又因为

∏Λ
犝λ

∏Λ
犞λ

（ ）＝ ∏Λ
犝λ

０
（ ） ０

∏Λ
犞λ（ ）

∏Λ

犝λ

０（ ）∏Λ

０

犞λ
（ ）

直积函子是加法函子，所以有

∏Λ

犝λ

０（ ）∏Λ

０

犞λ
（ ）∏Λ

犝λ

犞λ
（ ）

进而有左犜模正合列：

０→
犙

犘（）→
∏Λ
犝λ

∏Λ
犞λ

（ ）→ ∏犈
犝λ

∏犈
犞λ

（ ）→０
进而有左犅模正合列：

０→犙→∏Λ
犝λ→∏犈

犝λ→０

０→犘→∏Λ
犞λ→∏犈

犞λ→０

从而犙，犘为有限余生成模．

如果犙为有限余生成左犃模，犘为有限余生成

左犅模，那么由定义１知对任意的单同态犙 →

∏Λ
犝λ，犘→∏Λ′

犞λ′存在正合列：

０→犙→∏Λ
犝λ→∏犈

犝λ→０

０→犘→∏Λ′
犞λ′→∏犈′

犞λ′→０

从而有左犜模正合列：

０→
犙

犘（）→∏Λ∪Λ′

犝

犞（）λ∪λ′→∏犈∪犈′

犝

犞（）λ∪λ′→０
进而可得

犙

犘（）φ 是有限余生成左犜模．
２）由文献［１０］知有限余表示模是１余表示模．

因为
犙

犘（）φ 为有限余表示左犜模，所以其为１余表
示模．由１余表示模定义知，存在左犜模正合列：

０→
犙

犘（）φ →
犙０

犘０
（ ）

φ
０
→
犙１

犘１
（ ）

φ
１

其中
犙０

犘０
（ ）

φ
０

，
犙１

犘１
（ ）

φ
１

是有限余生成内射左犜模．由

引理３可知，犘０，犘１ 是内射左犅模．下证：犘０，犘１

为有限余生成左犅模．由命题１知若
犙０

犘０
（ ）

φ
０

，

犙１

犘１
（ ）

φ
１

是有限余生成左犜模，则犘０，犘１为有限余

生成左犅模．进而存在正合列：０→犘→犘０→犘１，其

中犘０，犘１是有限余生成内射左犅模．进而得到犘

是有限余表示左犅模．

推论１　若犃犙是有限余表示左犃模，则
犙

０（）是
有限余表示左犜模．

证明　因为犃犙 是有限余表示左犃模，所以存

在正合列：０→犙→犙０→犙１，其中犙０，犙１ 是有限余

生成内射模．进而存在左犜模正合列：

０→
犙

０（）→
犙０

０（ ）→ 犙１０（ ）
由命题１知

犙０

０（ ），犙１０（ ）是有限余生成左犜模，
又由引理３知其为内射左犜模，进而

犙

０（）是有限余
表示左犜模．

命题２　
犙

犘（）φ是有限余表示左犜模当且仅当
犙

０（），
０

犘（）是有限余表示左犜模．
犙

犘（）φ 是有限余生
成左犜模当且仅当

犙

０（），
０

犘（）是有限余生成左犜
模．

证明　由引理１可知，有限余表示模对直和、直

和项封闭．因为
犙

犘（）φ＝
犙

０（）
０

犘（），所以可证得命
题成立．

定理１　设犝犃 是有限生成右犃模．对于任意

的有限余表示左犅模犅犘，任意的犻≥１，有Ｅｘｔ
犻
犅（犝，

犘）＝０，如果
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模，那么犡 是
ＦＣ投射左犃模，犢是ＦＣ投射左犅模．

证明　对于任意的有限余表示左犃模犃犙，由

引理４有Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）．由推

论１知，
犙

０（）是有限余表示左犜模．又因为
犡

犢（ ）犳 是

ＦＣ投射左犜模，所以Ｅｘｔ１犜
犡

犢（ ），
犙

０（）（ ）＝０．进而
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Ｅｘｔ
１
犃 犡，犙（ ）＝０．故犡 是ＦＣ投射左犃模．下证：

犢是ＦＣ投射左犅模．

对于任意的有限余表示左犅模犅犘，由引理４

有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅（犝，犘）

犘（ ）（ ）Ｅｘｔ１犅 犢，犘（ ）

下证．

Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）是有限余表示左犜模．因为犅犘 是
有限余表示左犅模，所以存在正合列：０→犘→犘０→

犘１，其中犘０，犘１是有限余生成内射模．用Ｈｏｍ犅（犝，

－）作用上正合列：

０→Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）→Ｈｏｍ犅 犝，犘０（ ）→Ｈｏｍ犅 犝，犘１（ ）

进而有正合列：

０→
Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）→ Ｈｏｍ犅 犝，犘０（ ）

犘０（ ）→
　　　　

Ｈｏｍ犅 犝，犘１（ ）

犘１（ ）
由引理３知

Ｈｏｍ犅 犝，犘０（ ）

犘０
（ ），Ｈｏｍ犅 犝

，犘１（ ）

犘１
（ ）是内

射左犜模，只需证是有限余生成模即可．

因为犅犘０是有限余生成左犅模，犝犃 是有限生

成右犃模，由文献［６，３０．５］知Ｈｏｍ犅 犝，犘０（ ）是有

限 余 生 成 左 犅模，所 以 由 命 题 １ 知

Ｈｏｍ犅 犝，犘０（ ）

犘０
（ ）是有限余生成左 犜模．同理，
Ｈｏｍ犅 犝，犘１（ ）

犘１
（ ）是有限余生成左犜模．进而可以
得到

Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）是有限余表示左犜模．因为
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模，所以有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）（ ）＝０
所以Ｅｘｔ

１
犅 犢，犘（ ）＝０．进而有犢是ＦＣ投射左犅模．

命题３　１）设犝犃 是有限生成右犃模．如果对

于任意的有限余表示左犅模犅犘，任意的犻≥１，有

Ｅｘｔ
犻
犅 犝，犘（ ）＝０．那么当

０

犢（）是ＦＣ投射左犜模时，
犢是ＦＣ投射左犅模．

２）如果犢是ＦＣ投射左犅模，那么
０

犢（）是ＦＣ
投射左犜模．

３）如果对于任意的犻≥１，Ｔｏｒ
犃
犻 犝，犡（ ）＝０，那

么当
犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左犜模时，犡 是ＦＣ投射

左犃模．

４）设犃是左余诺特环，如果对于任意的犻≥１，

Ｔｏｒ
犃
犻 犝，犡（ ）＝０，那么当犡 是ＦＣ投射左犃模时，

犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左犜模．
５）设犃 是左余诺特环，如果对于任意的有限

余表示左犅模犅犘 有Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犘（ ）＝０，那么

当犡 是ＦＣ投射左犃模时，
犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜
模．

６）如果
犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜模，那么犡 是ＦＣ
投射左犃模．

证明　１）对于任意的有限余表示左犅模犘，

Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）是有限余表示左犜模．有同构式
Ｅｘｔ

１
犜

０

犢（），
Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）（ ）Ｅｘｔ１犅 犢，犘（ ），如果

０

犢（）是ＦＣ投射左犜模，那么有

Ｅｘｔ
１
犜

０

犢（），
Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）（ ）＝０
进而有Ｅｘｔ

１
犅 犢，犘（ ）＝０．从而犢是ＦＣ投射左犅模．

２）如果犢是ＦＣ投射左犅模，对于任意的有限

余表示左犜模
犙

犘（）φ，由命题１知犘 是有限余表
示左犅模，那么对于同构式Ｅｘｔ１犜

０

犢（），
犙

犘（）（ ）
Ｅｘｔ

１
犅 犢，犘（ ），因为犢是ＦＣ投射左犅模，所以

Ｅｘｔ
１
犅 犢，犘（ ）＝０

进而有

Ｅｘｔ
１
犜

０

犢（），
犙

犘（）（ ）＝０
从而

０

犢（）是ＦＣ投射左犜模．
３）假设

犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左犜模，对于任

意的有限余表示左犃模犙，由推论１知
犙

０（）是有限
余表示左犜模．因为

犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左犜模，

所以Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙０（）（ ）＝０．又因为
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Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）

所以Ｅｘｔ
１
犃 犡，犙（ ）＝０．进而可得犡 是ＦＣ投射左犃

模．

４）如果犡 是ＦＣ投射左犃模，对于任意的有

限余表示左犜模
犙

犘（）φ，有正合列：

０→
０

犘（）→
犙

犘（）→
犙

０（）→０
用Ｈｏｍ犜

犡

犝犃犡
（ ），－（ ）作用上正合列有长正

合列：

０→Ｈｏｍ犜
犡

犝犃犡
（ ），０犘（）（ ）→

Ｈｏｍ犜
犡

犝犃犡
（ ），犙犘（）（ ）→

Ｈｏｍ犜
犡

犝犃犡
（ ），犙０（）（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），０犘（）（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙犘（）（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙０（）（ ）→…

由引理４知：

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），０犘（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，０（ ）＝０

又因为犃为左余诺特环，犡 是ＦＣ投射左犃模，根

据引理２可知犙是有限余表示左犃模，所以

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）＝０

进而有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犝犃犡
（ ），犙犘（）（ ）＝０

从而
犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左犜模．
５）假设犡 是ＦＣ投射左犃模，对３）中正合列

用Ｈｏｍ犜
犡

０（ ），－（ ）作用，得到长正合列：

０→Ｈｏｍ犜
犡

０（ ），
０

犘（）（ ）→Ｈｏｍ犜 犡

０（ ），
犙

犘（）（ ）→
Ｈｏｍ犜

犡

０（ ），
犙

０（）（ ）→Ｅｘｔ１犜 犡

０（ ），
０

犘（）（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

犘（）（ ）→Ｅｘｔ１犜 犡

０（ ），
犙

０（）（ ）
由引理５有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
０

犘（）（ ）Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犘（ ）＝０

又由引理４有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）

因为
犙

犘（）φ 为有限余表示左犜模，犃为左余诺特环，
所以犙是有限余表示左犃模，故Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）＝０，

从而Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

０（）（ ）＝０．进而有

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

犘（）（ ）＝０
故
犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜模．
６）假设

犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜模，对于任意的有
限余表示左犃模犃犙，由推论１知

犙

０（）是有限余表示
左犜模．又由引理４知：

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ）

因为
犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜模，所以

Ｅｘｔ
１
犜

犡

０（ ），
犙

０（）（ ）＝０
从而Ｅｘｔ

１
犃 犡，犙（ ）＝０．故犡 是ＦＣ投射左犃模．

推论２　如果犃为左余诺特环且对于任意的有

限余表示左犅模犅犘 有Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犘（ ）＝０，那

么当犡 是ＦＣ投射左犃模，犢 是ＦＣ投射左犅模

时，
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模．
证明　由命题３可知，如果犢是ＦＣ投射左犅

模，那么
０

犢（）是ＦＣ投射左犜模．如果犡 是ＦＣ投射
左犃模，那么

犡

０（ ）是ＦＣ投射左犜模．又因为ＦＣ
投射模类保持直和，所以

犡

犢（ ）犳＝
０

犢（）
犡

０（ ）是ＦＣ
投射左犜模．

定理２　考虑以下条件：

１）
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模；
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２）犡 是ＦＣ投射左犃模，Ｃｏｋｅｒ犳是ＦＣ投射

左犅模且犳是单同态．

若犝犃 是有限生成右犃模，环犅存在有限余表

示的内射余生成子犅犠，则１）２）．反之，若犃 是左

余诺特环，对于任意的犻≥１，Ｔｏｒ
犃
犻 犝，犡（ ）＝０，则

２）１）．

证明　１）２）对于任意的有限余表示左犃

模犃犙，由推论１知
犙

０（）是有限余表示左犜模，因为
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模，所以

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
犙

０（）（ ）＝０
又因为Ｅｘｔ

１
犜

犡

犢（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ１犃 犡，犙（ ），所以

Ｅｘｔ
１
犃 犡，犙（ ）＝０

故犡 是ＦＣ投射左犃模．下证：犳是单态射．

对于有限余表示左犅模犅犠，存在正合列：

０→
０

犠（ ）→
Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

犠（ ）→ Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

０（ ）→０
用Ｈｏｍ犜

犡

犢（ ），－（ ）作用上正合列：

　　０→Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ），
０

犠（ ）（ ）→
Ｈｏｍ犜

犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

犠（ ）（ ）→

Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

０（ ）（ ）→
Ｅｘｔ

１
犜

犡

犢（ ），
０

犠（ ）（ ）
由定理１，证得

Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

犠（ ）是有限余表示左犜
模，又由命题２知

０

犠（ ）是有限余表示左犜模，因为
犡

犢（ ）犳 是ＦＣ投射左犜模，所以可得

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
０

犠（ ）（ ）＝０
所以上正合列右正合得到满同态犵：

Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅（犝，犠）

犠（ ）（ ）→
　　Ｈｏｍ犜

犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅（犝，犠）

０（ ）（ ）
又因为

Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ），
Ｈｏｍ犅（犝，犠）

犠
（ ）（ ）Ｈｏｍ犅 犢，犠（ ）

Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ）
Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）

０
（ ）（ ）

　　　Ｈｏｍ犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）（ ）

Ｈｏｍ犃 犡，Ｈｏｍ犅 犝，犠（ ）（ ）Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犠（ ）

所以有交换图２．

Ｈｏｍ犜
犡

犢（），
Ｈｏｍ犅（犝，犠）

犠
（ ）（ ） →

犵
Ｈｏｍ犜

犡

犢（），
Ｈｏｍ犅（犝，犠）

０
（ ）（ ）

｜
↓

｜
↓

Ｈｏｍ犅 犢，犠（ ）
犳
→


Ｈｏｍ犅 犝犃犡，犠（ ）

图２　交换图

犉犻犵．２　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

进而有犳
是满同态．因为犅犠 为内射余生成子，所

以犳是单同态．下证：Ｃｏｋｅｒ犳是ＦＣ投射左犅模．

因为犳是单同态，所以存在正合列：

０→
犡

犝犃犡
（ ）→ 犡

犢（ ）→
０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ）→０

对任意有限余表示左犅模犘，用Ｈｏｍ犜 －，
０

犘（）（ ）作
用上正合列：

　０→Ｈｏｍ犜
０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ），０犘（）（ ）→

Ｈｏｍ犜
犡

犢（ ），
０

犘（）（ ）→

Ｈｏｍ犜
犡

犝犃犡
（ ），０犘（）（ ）→

Ｅｘｔ
１
犜

０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ），０犘（）（ ）→Ｅｘｔ１犜 犡

犢（ ），
０

犘（）（ ）
因为犝犃 是有限生成右犃模，所以

Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）

犘（ ）是
有限余表示左犜模，所以由命题２知

０

犘（）是有限余
表示模，从而

Ｅｘｔ
１
犜

犡

犢（ ），
０

犘（）（ ）＝０
又因为
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Ｈｏｍ犜
犡

犝犡
（ ），０犘（）（ ）Ｈｏｍ犃 犡，０（ ）＝０

所以

Ｅｘｔ
１
犜

０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ），０犘（）（ ）Ｅｘｔ１犅 Ｃｏｋｅｒ犳，犘（ ）＝０

进而有Ｃｏｋｅｒ犳是ＦＣ投射左犅模．

２）１）因为Ｃｏｋｅｒ犳是ＦＣ投射左犅模，所以

由命题３知
０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ）是ＦＣ投射左犜模．又因为

犡是ＦＣ投射左犃模，所以
犡

犝犃犡
（ ）是ＦＣ投射左

犜模．进而存在正合列：

０→
犡

犝犃犡
（ ）→ 犡

犢（ ）→
０

Ｃｏｋｅｒ犳
（ ）→０

由文献［４］知ＦＣ投射模类对扩张封闭，从而
犡

犢（ ）犳
是ＦＣ投射左犜模．

命题４　设犃 为左余诺特环，犃犝 是有限表示

左犃模．如果满足以下条件：

１）对于左犅模犢，任意的投射左犃模犃犘′，有

Ｅｘｔ
犻
犅 犝犃犘′，犢（ ）＝０．

２）ＦＣｐｄ（犅犅）≤狀－１，ＦＣｐｄ（犃犃）≤狀，ＦＣ

ｐｄ（犅犝）≤狀－１．

那么有ＦＣｐｄ（犜犜）≤狀－１．

证明　假设
犙

犘（）是有限余表示左犜模，因为犃
为左余诺特环，所以犙，犘为有限余表示模．又因为

ＦＣｐｄ（犃犃）≤狀，所以有

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

犃

０（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻犃 犃，犙（ ）＝０

其中犻≥２．因为犃犝 是有限表示左犃模，根据文献

［６，３０．５］有Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）是有限余表示左犃模，所

以有

Ｅｘｔ
狀＋犻＋１
犜

犃

０（ ），
０

犘（）（ ）
Ｅｘｔ

狀＋犻
犃 犃，Ｈｏｍ犅 犝，犘（ ）（ ）＝０

其中犻≥１．进而有

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

犃

０（ ），
犙

０（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻＋１犜

犃

０（ ），
０

犘（）（ ）
　　Ｅｘｔ

狀＋犻
犜

犃

０（ ），
犙

犘（）（ ）＝０
其中犻≥２．

因为ＦＣｐｄ（犅犝）≤狀－１，所以

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

０

犝（），
犙

犘（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻犅 犝，犘（ ）＝０

其中犻≥２．进而有

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

犃

０（ ），
犙

犘（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻犜 ０

犝（），
犙

犘（）（ ）
Ｅｘｔ

狀＋犻
犜

犃

犝（ ），
犙

犘（）（ ）＝０
其中犻≥２．又因为ＦＣｐｄ（犅犅）≤狀－１，所以

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

０

犅（），
犙

犘（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻犅 犅，犘（ ）＝０

其中犻≥２．由文献［３］知，犜＝
犃

犝（ ）
０

犅（），进而有

Ｅｘｔ
狀＋犻
犜

犃

犝（ ），
犙

犘（）（ ）Ｅｘｔ狀＋犻犜 ０

犅（），
犙

犘（）（ ）
Ｅｘｔ

狀＋犻
犜

犃

犝（ ）
０

犅（），
犙

犘（）（ ）＝０
其中犻≥２．从而有ＦＣｐｄ（犜犜）≤狀－１．

由命题４可得

推论３　设犜２＝
犚 ０

犚 犚（ ）是三角矩阵环，犚 是
左余诺特环．如果ＦＣｐｄ（犚犚）≤狀－１，那么

ＦＣｐｄ（犜２犜２）≤狀－１．
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