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（犿，狀）内射和（犿，狀）平坦函子
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摘要：设犚是有单位元的结合环，犿和狀是两个固定的正整数．引入了（犿，狀）内射函子和（犿，狀）平坦函子的概

念，研究了这两类函子的一些性质，利用（犿，狀）内射函子和（犿，狀）平坦函子给出了（犿，狀）凝聚环和ＶｏｎＮｅｕ

ｍａｎｎ正则环的一些等价刻画．
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１　预备知识
本文中，犚是有单位元的结合环，模均指酉模．

对右犚模犕、犖，将Ｈｏｍ犚（犕，犖）简记为（犕，犖）；

对右犚模犕 和左犚模犖，把犕犚犖 简记为犕

犖．用 Ｍｏｄ犚（犚Ｍｏｄ）表示右（左）犚模范畴，用

ｍｏｄ犚表示有限表示右犚模范畴，用（ｍｏｄ犚，Ａｂ）

（（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ））表示从ｍｏｄ犚 到Ａｂｅｌ群范畴

犃犫的所有加法共（反）变函子做成的函子范畴，其中

从函子犉到犌的全体自然变换作成的态射集记为

［犉，犌］．

函子范畴（ｍｏｄ犚，Ａｂ）和（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）都

是局部有限表示的Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ范畴．对这两类函

子范畴的专门研究，始于Ａｕｓｌａｎｄｅｒ和Ｒｅｉｔｅｎ．当犚

是Ａｒｔｉｎ代数时，Ｒｅｉｔｅｎ
［１］通过对（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中有

限表示函子的深入分析，发展了几乎可裂序列理论．
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Ｈｅｒｚｏｇ
［２］将Ｒｅｉｔｅｎ

［１］的结果拓展到了一般环上．如

今，函子范畴（ｍｏｄ犚，Ａｂ）和（（ｍｏｄＲ）ｏｐ，Ａｂ）已成

为代数表示论和同调代数的重要研究工具和研究对

象．

众所周知，存在满忠实的左正合函子犎：ｍｏｄ

犚→（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ），犕 （－，犕）和满忠实的右

正合函子犜：犚Ｍｏｄ→（ｍｏｄ犚，Ａｂ），犕 －犕．

因此，研究 ｍｏｄ犚（犚Ｍｏｄ）的某个满子范畴与

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）（（ｍｏｄ犚，Ａｂ））的某个满子范畴

之间的对应关系是一个自然且有趣的问题．Ｃｒａｗ

ｌｅｙＢｏｅｖｅｙ等
［３４］通过函子 犎 和犜 分别建立了

ｍｏｄ犚与（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中平坦对象的满子范畴

和犚Ｍｏｄ与（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中ＦＰ内射对象的满子

范畴之间的范畴等价．ＣｒａｗｌｅｙＢｏｅｖｅｙ
［４］证明了犉

是（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的投射对象当且仅当存在纯

投射右犚模犕，使得犉犎（犕）．Ｇｒｕｓｏｎ等
［５］证明

了犉是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的内射对象当且仅当存在纯

内射左犚模犕，使得犉犜（犕）．Ｈｅｒｚｏｇ
［２］证明了

犉是（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的平坦余挠对象当且仅当

存在纯内射右犚模犕，使得犉犎（犕）．Ｃｒｉｖｅｉ
［６］考
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虑了在犎 下，（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中与平坦右犚模对

应的函子－强平坦函子．Ｍａｏ
［７］考虑了在犜 下，

（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中与ＦＰ内射左犚模对应的函子－强

ＦＰ内射函子，并系统研究了强ＦＰ内射函子和强平

坦函子的同调性质．Ｘｉｅ等
［８］研究了在 犎 下，

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中与ＦＰ狀平坦右犚模对应的函子－

狀强平坦函子和在犜 下，（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中与ＦＰ狀内

射左犚模对应的函子－狀强ＦＰ内射函子．Ｃｒｉｖ

ｅｉ
［９］研究了在犎 下，（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中与ＦＰ内射

右犚模对应的函子－弱ＦＰ内射平坦函子和在犜

下，（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中与平坦左犚模对应的函子－弱

平坦ＦＰ内射函子．

设犿，狀是两个正整数，作为犳内射模，犘内

射，ＦＰ内射模等的统一推广，２００１年Ｃｈｅｎ等
［１０］研

究了（犿，狀）内射模．进一步，Ｚｈａｎｇ等
［１１］引入了

（犿，狀）平坦模和（犿，狀）凝聚环的概念，利用（犿，

狀）平坦模和（犿，狀）内射模给出了（犿，狀）凝聚环的

等价刻画．

受上述文献的启发，本文研究了在 犎 下，

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中与（犿，狀）平坦右犚模对应的

函子－（犿，狀）平坦函子和在犜下，（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中

与（犿，狀）内射左犚模对应的函子－（犿，狀）内射函

子．

下面再介绍一些文中用到的基本概念，更多相

关概念参见文献［９，１１１４］．

定义１
［１１］
　称左犚模犕 是（犿，狀）表示的，如

果存在左犚模的正合列０→犓→犚
犿
→犕→０，其中

犓 是犚
犿 的狀生成子模．

定义２
［１０１１］

　称左犚模犕 是（犿，狀）内射的，

如果对任意的（犿，狀）表示左犚模犖，Ｅｘｔ１犚（犖，

犕）＝０．

定义３
［１１］
　称右犚模犕 是（犿，狀）平坦的，如

果对任意的（犿，狀）表示左犚模犖，Ｔｏｒ犚１（犕，犖）＝

０．

定义４
［４］
　称（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的正合列０→犡→

犢→犣→０是纯正合列，如果对于任意的有限表示函

子犘∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ），序列０→［犘，犡］→［犘，犢］→

［犘，犣］→０是正合的．此时称犡 为犢的纯子函子，

称犣为犢的纯商函子．

定义５
［７］
　称左犚模犕 是ＦＰ内射的，如果对

任意有限表示左犚模犖，Ｅｘｔ１犚（犖，犕）＝０．称右犚

模犕 是平坦模，如果对任意有限表示左犚模犖，

Ｔｏｒ
犚
１（犕，犖）＝０．

定义６
［７］
　称函子犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）为ＦＰ内

射函子，如果对任意有限表示函子犡，Ｅｘｔ１犚（犡，犉）＝

０，等价地犉－犕，其中犕 是左犚模．称函子

犌∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）为平坦函子，如果犌同构于有

限生成投射函子的正向极限，等价地犌（－，犖），

其中犖 是右犚模．

定义７
［７］
　称函子犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）为强ＦＰ

内射函子，如果犉－犕∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ），其中犕

是ＦＰ内射左犚模．称函子犌∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）为

强平坦函子，如果犌（－，犖）∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ），

其中犖 是平坦右犚模．

定义８
［１１］
　称环犚是左（犿，狀）凝聚的，如果左

犚模犚
犿 的每个狀生成子模是有限表示的．

２　主要结果
定义９　称函子犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）为（犿，狀）内

射函子，如果犉－犕∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ），其中犕

是（犿，狀）内射左犚模．称函子犌∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，

Ａｂ）为（犿，狀）平坦函子，如果犌（－，犖）∈

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ），其中犖 是（犿，狀）平坦右犚模．

对于一个模犕，其示性模Ｈｏｍ犣（犕，犙／犣）记为

犕
＋
．设犆是加法范畴，犉：犆→Ａｂ是加法函子，犉的

示性函子犉
＋：犆ｏｐ→Ａｂ定义为：对于任意犕∈犆，

犉
＋（犕）＝（犉（犕））＋．易见，存在自然变换δ犉：犉→

犉
＋＋，（δ犉）犕 （狓）（τ）＝τ（狓），其中 犕 ∈犆，狓∈

犉（犕），τ∈犉
＋（犕）．

命题１　设犚 是一个环，则犉∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，

Ａｂ）是（犿，狀）平坦函子当且仅当犉＋
∈（ｍｏｄ犚，

Ａｂ）是（犿，狀）内射的．

证明　必要性）设犉（－，犕）∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，

Ａｂ）是（犿，狀）平坦函子，则犕 是（犿，狀）平坦右犚

模，于是由文献［１１］定理４．３知犕＋是（犿，狀）内射

左犚模．因此－犕
＋是（犿，狀）内射函子．由文献

［１５］引理３．５５知（－，犕）＋－犕
＋
∈（ｍｏｄ犚，

Ａｂ），所以犉＋
－犕

＋
∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）是（犿，狀）

内射函子．

充分性）因为犉＋是（犿，狀）内射函子，所以犉＋

是ＦＰ内射函子．故由文献［１２］命题２．９知犉是平坦

函子．故存在右犚模犕，使得犉（－，犕）．于是由文

献［１５］引理３．５５知犉＋＝（－，犕）＋－犕
＋
．因此

犕
＋是（犿，狀）内射左犚模．进而由文献［１１］定

理４．３知 犕 是（犿，狀）平坦右犚模，因此犉∈

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）是（犿，狀）平坦函子．

命题２　设犚是一个环，则

１）（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的类关于

扩张，直和，直积和直和项封闭．

２）（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子的类关
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于扩张，正向极限，直和项，纯子函子和纯商封闭．

证明　１）设０→－犕→犌→－犔→０是

（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的正合列，其中犕 和犔 是（犿，狀）

内射模．则由文献［１２］命题２．３（１）知犌是ＦＰ内射

函子．设犌－犖，则有左犚模的正合列０→犕→

犖→犔→０．由于犕 和犔是（犿，狀）内射模，所以犖

是（犿，狀）内射模，因此犌是（犿，狀）内射函子．

设｛－犕犻｝犻∈犐是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射

函子的指标集，则每个犕犻 是（犿，狀）内射模．故由

文献［１１］推论２．８知!犕犻和∏犕犻都是（犿，狀）内

射的，从而由

!

（－ Ｍｉ）－ !Ｍｉ

∏（－ Ｍｉ）－ ∏Ｍｉ
知

!

（－犕犻）和∏（－犕犻）都是（犿，狀）内射函

子．

设犉，犌∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ），并且犉犌－犕，

其中犕 是（犿，狀）内射左犚模．则由文献［１２］命题

２．３知犉，犌 是ＦＰ内射函子，故存在 犕１，犕２∈

犚ｍｏｄ，使得犉－犕１，犌－犕２．从而由犉

犌－（犕１犕２）得犕犕１犕２．由文献［１１］推

论２．８知犕１和犕２都是（犿，狀）内射模．因此犉

－犕１是（犿，狀）内射函子．

２）设０→犃→犅→犆→０是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中

的正合列，其中犃 和犆 是（犿，狀）平坦函子，则有

（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的正合列０→犆
＋
→犅

＋
→犃

＋
→０，并

且由命题１得犃
＋和犆

＋是（犿，狀）内射函子．故由

１）得犅＋是（犿，狀）内射函子．于是由命题１得犅是

（犿，狀）平坦函子．

设｛（－，犕犻）｝犻∈犐是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）

平坦函子的正向系，则每个（－，犕犻）是（犿，狀）平坦

函子．由于ｌｉｍ
→
犕犻是（犿，狀）平坦右犚模且ｌｉｍ

→
（－，

犕犻）（－，ｌｉｍ
→
犕犻），所以ｌｉｍ

→
（－，犕犻）是（犿，狀）平

坦函子．

设犉，犌∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ），且犉犌 是（犿，

狀）平坦函子．则由命题１知犉＋
犌

＋是（犿，狀）内

射函子．由１）知犉＋，犌＋都是（犿，狀）内射函子．再

由命题１知犉，犌 是（犿，狀）平坦函子．这表明

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子的类关于直和

项封闭．

设０→犉→犌→犎→０是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中的

纯正合列，其中犌 是（犿，狀）平坦函子．则由文献

［１５］命题３．７１知有（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的可裂短正合

列０→犎
＋
→犌

＋
→犉

＋
→０．由命题１得犌

＋是（犿，

狀）内射函子，从而由１）得犉＋和犎
＋是（犿，狀）内

射函子．由命题１得犉和犎 是（犿，狀）平坦函子．

利用（犿，狀）内射函子和（犿，狀）平坦函子给出

左（犿，狀）凝聚环，ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环的等价刻

画．

定理１　设犚是一个环，则以下等价

１）犚是左（犿，狀）凝聚环．

２）（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的正向极

限仍是（犿，狀）内射的．

３）（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的类关于

纯子函子和纯商函子封闭．

４）犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）是（犿，狀）内射函子当且

仅当犉
＋
∈（（ｍｏｄ犚）

ｏｐ，Ａｂ）是（犿，狀）平坦的．

５）犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）是（犿，狀）内射函子当且

仅当犉
＋＋
∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）是（犿，狀）内射的．

６）犉∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）是（犿，狀）平坦函子当

且仅当犉
＋＋
∈（（ｍｏｄ犚）

ｏｐ，Ａｂ）是（犿，狀）平坦的．

７）（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子的类关

于直积封闭．

证明　１）４）设犉－犕 是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）

中的（犿，狀）内射函子，则犕 是（犿，狀）内射模．由文

献［１１］定理５．７得犕＋是（犿，狀）平坦右犚模，因此

（－，犕＋）是（犿，狀）平坦函子．由于（－犕）
＋


（－，犕＋），所以犉＋
（－犕）

＋是（犿，狀）平坦函

子．反之，设犉＋是（犿，狀）平坦函子，则由文献［１２］

命题２．９（１）知犉 是ＦＰ内射函子．故存在左犚模

犖，使得犉－犖．于是犉
＋
（－犖）

＋
（－，

犖
＋）．故犖＋是（犿，狀）平坦右犚模．由文献［１１］定

理５．７知犖 是（犿，狀）内射模，因此犉是（犿，狀）内

射函子．

４）３）设０→犃→犉→犆→０是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中

的纯正合列，并且犉是（犿，狀）内射函子．则由文献

［１５］命题３．７１知０→犆
＋
→犉

＋
→犃

＋
→０是可裂短

正合列．于是由命题２中２）知犃＋和犆
＋都是（犿，

狀）平坦函子．进而再由４）得犃和犆是（犿，狀）内射

函子．

３）２）设｛犉犻｝犻∈犐 是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的一簇

（犿，狀）内射函子，则由命题２中１）知!犉犻是（犿，

狀）内射函子．又ｌｉｍ
→
犉犻是!犉犻的纯商函子，所以由

３）知ｌｉｍ
→
犉犻是（犿，狀）内射函子．

２）１）设 犕犻｛ ｝犻∈犐是（犿，狀）内射左犚模的正

向系，则由２）知－ｌｉｍｌｉｍ
→
犕犻ｌｉｍ

→
（－犕犻）是

（犿，狀）内射函子，故ｌｉｍ
→
犕犻是（犿，狀）内射模．因此

由文献［１１］定理５．７知犚是左（犿，狀）凝聚环．

４）５）设犉∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）．如果犉 是（犿，

狀）内射函子，那么由４）得犉＋是（犿，狀）平坦函子．

·４４１·　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兰 州 理 工 大 学 学 报　　　　　　　　　　　　　　 　第５０卷



因此由命题１知犉
＋＋是（犿，狀）内射函子．反之，如

果犉
＋＋是（犿，狀）内射函子，那么由命题１得犉＋是

（犿，狀）平坦函子，故由４）得犉是（犿，狀）内射函子．

５）６）设犉∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）．如果犉 是

（犿，狀）平坦函子，那么由命题１得犉＋是（犿，狀）内

射函子．于是由５）得犉＋＋＋是（犿，狀）内射函子．故

由命题１得犉
＋＋是（犿，狀）平坦函子．反之，如果

犉
＋＋是（犿，狀）平坦函子，那么由命题１得犉＋＋＋是

（犿，狀）内射函子．由５）得犉＋是（犿，狀）内射函子．

再由命题１得犉是（犿，狀）平坦函子．

６）７）设｛（－，犕犻）｝犻∈犐是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中

的一簇（犿，狀）平坦函子，则由命题２中２）得!

（－，

犕犻）是（犿，狀）平坦函子，故由 ６）知（∏（－，

犕犻）
＋）＋（!（－，犕犻））

＋＋是（犿，狀）平坦函子．因

为
!

（－，犕犻）
＋是∏（－，犕犻）

＋的纯子函子，所以由

文献［１５］中命题３．７１知（!（－，犕犻）
＋）＋是（∏（－，

犕犻）
＋）＋的直和项．故由命题２中２）知（!（－，

犕犻）
＋）＋是（犿，狀）平坦函子．从而∏（－，犕犻）

＋＋


（
!

（－，犕犻）
＋）＋是（犿，狀）平坦函子．因为犕犻 是

犕
＋＋
犻 的纯子模，所以∏（－，犕犻）是∏（－，犕

＋＋
犻 ）的

纯子函子．又由伴随同构和文献［１５］引理３．５５知

（－，犕＋＋
犻 ）（－，犕犻）

＋＋，所以由命题２中２）知

∏（－，犕犻）是（犿，狀）平坦函子．

７）１）设 犕犻｛ ｝犻∈犐是一簇（犿，狀）平坦右犚模，

则每个（－，犕犻）是（犿，狀）平坦函子．由７）得∏（－，

犕犻）是（犿，狀）平坦函子．因为（－，∏犕犻）∏（－，

犕犻），所以（－，∏犕犻）是（犿，狀）平坦函子．故∏犕犻

是（犿，狀）平坦右犚模．由文献［１１］定理５．７得犚

是左（犿，狀）凝聚环．

命题３　设犚是左（犿，狀）凝聚环，则以下等价

１）（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的每个（犿，狀）平坦函子

是强平坦函子．

２）（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的每个（犿，狀）内射函子是

强ＦＰ内射函子．

特别地，若上述任一条件成立，则犚 是左凝聚

环．

证明　１２）设犉－犕∈（ｍｏｄ犚，Ａｂ）是

（犿，狀）内射函子，则犕 是（犿，狀）内射左犚模．由

文献［１１］定理５．７知犕＋是（犿，狀）平坦，故（－，

犕
＋）是（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的（犿，狀）平坦函子．于

是由１）知（－，犕＋）是强平坦的，故犕＋是平坦的．

由文献［１６］引理２．７（１）知对于有限表示左犚模犖，

存在正合列Ｔｏｒ
犚
１（犕

＋，犖）→（Ｅｘｔ
１
犚（犖，犕））

＋
→０，因

此犕 是ＦＰ内射的，故犉－犕 是强ＦＰ内射函

子．

２）１）设犉（－，犖）∈（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）是

（犿，狀）平坦函子，则犖 是（犿，狀）平坦右犚模．由

文献［１１］定理４．３知犖＋是（犿，狀）内射的．因此

－犖
＋是（犿，狀）内射函子，由２）知－犖

＋是强

ＦＰ内射的，故犖＋是ＦＰ内射的．因此由文献［１５］

引理３．５５知犉
＋
（－，犖）

＋
－犖

＋是强ＦＰ内

射函子．由文献［７］命题２．５知犉是强平坦函子．

下证犚是左凝聚环．设犕 是ＦＰ内射左犚模，

犖 是犕 的ＦＰ内射纯子模，则犕 和犖 均是（犿，狀）

内射模，由文献［１１］定理５．９知犕／犖 是（犿，狀）内

射的，因此－犕／犖 是（犿，狀）内射函子．由２）知

－犕／犖 是强ＦＰ内射函子，故犕／犖 是ＦＰ内射

的．因此犚是左凝聚环．

据文献［１７］推论２．６，犚是一个ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ

正则环当且仅当存在犿，狀∈犖＋，使得每个左犚模

是（犿，狀）内射的当且仅当存在犿，狀∈犖＋，使得每

个右犚模是（犿，狀）平坦的．这里有

定理２　设犚是一个环，则以下等价

１）犚是ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环．

２）存在犿，狀∈犖＋，使得（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中每

个函子都是（犿，狀）平坦的．

３）存在犿，狀∈犖＋，使得（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中每

个平坦函子都是（犿，狀）平坦的．

４）存在犿，狀∈犖＋，使得（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中每个

函子都是（犿，狀）内射的．

５）存在犿，狀∈犖＋，使得（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中每个

ＦＰ内射函子都是（犿，狀）内射的．

证明　１）２）设犚是ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环，

则由文献［１７］推论２．６知存在犿，狀∈犖＋，使得每个

右犚模都是（犿，狀）平坦的．于是若犉∈（（ｍｏｄ

犚）ｏｐ，Ａｂ），则由文献［１２］第１６７１页知犉是平坦函

子，即存在右犚模犕，使得犉（－，犕）．而犕 是

（犿，狀）平坦的，所以犉是（犿，狀）平坦函子．

２）３）显然．

３）１）设犕 是一个右犚模．则由３）知（－，

犕）是（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子．从而犕

是（犿，狀）平坦模．因此由文献［１７］推论２．６知犚是

ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环．

１）４）因为犚是ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环，所以

由文献［１７］推论２．６知存在犿，狀∈犖＋，使得每个左

犚模都是（犿，狀）内射的．另一方面，因为犚是Ｖｏｎ

Ｎｅｕｍａｎｎ正则环，所以由文献［１２］第１６７１页知

（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中每个函子都是ＦＰ内射的，因此４）

成立．
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４）５）显然．

５）１）设存在犿，狀∈犖＋，使得（ｍｏｄ犚，Ａｂ）

中每个ＦＰ函子都是（犿，狀）内射的．则对每个右犚

模犕，－犕
＋是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的（犿，狀）内射函

子．故犕
＋是（犿，狀）内射模．从而由文献［１１］定理

４．３知犕 是（犿，狀）平坦模．因此由文献［１７］推论

２．６知犚是ＶｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环．

定义１０　设犃是一个加法范畴，犆是犃中一些

对象的类，犕∈犃．称态射φ：犕→犆是犕 的犆预包

络，如果犆∈犆，并且对任意的态射ψ：犕→犆′，其中

犆′∈犆，都存在态射α：犆→犆′，使得ψ＝αφ．进一步，

若使得φ＝αφ成立的α都是同构，则称犕 的犆预

包络φ：犕→犆是犕 的犆包络．如果犃中的每个对

象都有犆（预）包络，那么称犆是一个（预）包络类．

对偶地，有犆预覆盖，犆覆盖和犆（预）覆盖类

的概念．

定理３　设犚是一个环．

１）如果犚 是左（犿，狀）凝聚环，那么（ｍｏｄ犚，

Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的类是覆盖类．

２）犚 是左（犿，狀）凝聚环当且仅当（（ｍｏｄ

犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子的类是预包络类．

证明　１）由于犚是左（犿，狀）凝聚环，由定理１

得（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的类关于正向

极限和纯商封闭．从而由文献［１８］定理２．４得

（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中（犿，狀）内射函子的类是覆盖类．

２）必要性）由于犚 是左（犿，狀）凝聚环，所以

由定理１中７）知（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函

子的类关于直积封闭．又由命题２中２）知（（ｍｏｄ

犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子的类关于纯子函子封

闭．所以由文献［１８］定理４．１得（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中

（犿，狀）平坦函子的类是预包络类．

充分性）设｛（－，犕犻）｝犻∈犐是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）

中的一簇（犿，狀）平坦函子，则由条件知∏（－，犕犻）

在（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中有 （犿，狀）平坦预包络

β：∏（－，犕犻）→（－，犖）．设π犻：∏（－，犕犼）→（－，

犕犻）是第犻个投射，则存在φ犻：（－，犖）→（－，犕犻）

使得π犻＝φ犻β．于是由直积的泛性质知存在η：（－，

犖）→∏（－，犕犻）使得π犻η＝φ犻．故π犻＝φ犻β＝π犻ηβ．

因此１＝ηβ．故由命题２中２）知∏（－，犕犻）是

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中（犿，狀）平坦函子．因此由定理１

得犚是左（犿，狀）凝聚环．

对于共变加法函子犉：犆→Ａｂ和反变加法函子

犌：犆→Ａｂ，其中犆是加法范畴，存在自然同构τ犉，犌：

［犉，犌＋］→［犌，犉
＋］，其定义为τ犉，犌（ω）犕（狓）（狔）＝

ω犕（狔）（狓），其中ω∈［犉，犌
＋］，犕∈犆，狓∈犌（犕），

狔∈犉（犕）．

定理４　设犚是左（犿，狀）凝聚环．

１）如果犳：犃→犅是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中函子犃 的

（犿，狀）内射预包络，那么犳
＋：犅＋

→犃
＋是（（ｍｏｄ

犚）ｏｐ，Ａｂ）中函子犃＋的（犿，狀）平坦预覆盖．

２）如果犵：犆→犇是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中函子犆

的（犿，狀）平坦预包络，那么犵
＋：犇＋

→犆
＋是（ｍｏｄ

犚，Ａｂ）中函子犆＋的（犿，狀）内射预覆盖．

证明　１）设犳：犃→犅 是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中函子

犃的（犿，狀）内射预包络．则由定理１知犅＋ 是

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的（犿，狀）平坦函子．设犉 是

（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ）中的（犿，狀）平坦函子，则由命题１

知犉
＋是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中的（犿，狀）内射函子．因此

犳
：［犅，犉＋］→［犃，犉

＋］是满射．考虑如下交换

图１．

［犅，犉＋］
　犳



→
　

［犃，犉＋］

τ犅，犉
狘
↓

狘
↓τ犃，犉

［犉，犅＋］
（犳
＋）
→


［犉，犃＋］

图１　交换图

犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

由于τ犅，犉 和τ犃，犉 同构，所以（犳
＋）：［犉，犅

＋］→

［犉，犃＋］是满射，故犳
＋：犅＋

→犃
＋是（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，

Ａｂ）中函子犃＋的（犿，狀）平坦预覆盖．

２）设犵：犆→犇 是（（ｍｏｄ犚）
ｏｐ，Ａｂ）中函子犆

的（犿，狀）平坦预包络，则由命题１知犇＋是（ｍｏｄ

犚，Ａｂ）中的（犿，狀）内射函子．对于（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中

任意（犿，狀）内射函子犌，由定理１知犌＋是（犿，狀）

平坦函子．因此犵
：［犇，犌＋］→［犆，犌

＋］是满射．考

虑如下交换图２．

［犌，犇＋］
（犵
＋）
→


［犌，犆＋］

τ犌，犇
狘
↓

狘
↓τ犌，犆

［犇，犌＋］
　犵



→
　

［犆，犌＋］

图２　交换图

犉犻犵．２　犆狅犿犿狌狋犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿

由于τ犌，犆 和τ犌，犇 同构，所以（犵
＋）：［犌，犇

＋］→

［犌，犆＋］是满射，故犵
＋：犇＋

→犆
＋是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）中

函子犆
＋的（犿，狀）内射预覆盖．

３　结论
函子范畴是代数表示论和同调代数的重要研究

工具和研究对象，特别是（ｍｏｄ犚，Ａｂ）和（（ｍｏｄ

犚）ｏｐ，Ａｂ）．近年来，对一类特定的左（右）犚模，范畴
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（ｍｏｄ犚，Ａｂ）（（（ｍｏｄ犚）ｏｐ，Ａｂ））中 的 对 象

－犕（（－，犕））得到了广泛的研究．本文的主要工

作和结论如下：

１）借助于（犿，狀）内射模和（犿，狀）平坦模，引

入了（犿，狀）内射函子和（犿，狀）平坦函子，并研究

了这两类函子的性质．同时利用（犿，狀）内射函子和

（犿，狀）平坦函子给出了（犿，狀）凝聚环和 Ｖｏｎ

Ｎｅｕｍａｎｎ正则环的一些等价刻画．

２）将（犿，狀）内射模和（犿，狀）平坦模的一些性

质推广至函子范畴，表明了在函子范畴中（犿，狀）内

射函子和（犿，狀）平坦函子也具有和模范畴中（犿，

狀）内射模和（犿，狀）平坦模相似的性质和结论．
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